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Préface

Ce livret s’adresse aux éléves qui s’apprétent a entrer en classe de Terminale avec Spécialité Mathématiques au lycée Henri-IV.

Ce livret a pour but de leur proposer une sélection d’exercices couvrant une large partie des enseignements de Premiére et qui
ont été choisis pour leur permettre de faire le point sur les connaissances et les techniques nécessaires a une arrivée en Terminale
dans de bonnes conditions.

Le choix a été fait de donner les solutions de quasiment tous ces exercices, et de n’en corriger (au sens ou le raisonnement a
mener est indiqué et détaillé) que quelques uns.

Les exercices présentent un pictogramme donnant une indication du niveau de difficulté (entre

Ce livret est également, par nature, amené a évoluer. L’équilibre entre les chapitres, le nombre et la nature des exercices n’y sont
pas figés, mais il constitue d’ores et déja une base intéressante de travail pour tous.
C’est dans ce but que nous vous le proposons.

Les enseignants de Mathématiques du lycée Henri IV
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Exercices

I Calculs, (in)équations

m +.. Calculs de base

* Développement. Pour chacun des polynémes suivants, dé-
terminer sa forme développée.

1) P(z) = (z+1)3

2) Q(z) = (z* +2)* -3

3) R(z) = (z —3)(622 +x + 1) — (32* — 1)(2z + 1)
4) S(z) = (2% — Tz + 1)(2® — 2% + 2)

* Factorisation. Factoriser chacun des polynémes suivants.
1) P(z)=2%—-1

2) Q(x) = 92" — 36

3) R(z) = a* — 2% — 922 + 9z

4) S(z) = 23 + 322 — 81z + 77

5) T'(z) = (2 + 8z + 16)(z* — 10x + 25)
6) U(r) =2 — 922 + 22 + 48

7) V(z) = 2% — 62+ 9 +2%(z — 3)

8) W)= (z—-2)(z+4) — 2z +7)(2zx—4)

2% . Simplification numérique

« Simplifier » I’écriture des nombres suivants (entre autre,
écrire sous la forme d’une seule fraction, au plus, sans racine
carrée au dénominateur) :

1 2
A=3— 23
6+6 3v2 — 23
1 G=—"F
2+ - V6 V3
2 2
B=3x —2 H—g_ 3123
2- /s V3
3
11 — +95
2 5 =2
C:2><3 - = 1
2 _5 3 \/_—5
4
1 1

V2-1

D= (\/1_—\/3)2 J = V241
E

(3v2) - (V- 1)°

3°%] . » Simplification algébrique

« Simplifier » I'écriture des expressions algébriques suivantes
(entre autre, écrire sous la forme d’une seule fraction, au plus,
sans racine carrée au dénominateur) :

6 3
D(z) =3+ s
x4+ 2 _ 2
3 I(z) x L3
A b
T
= — J(z) = 3
F() x —71 x+1 (@) 222 — 1 5
x
_ K(z)=2zx—-1
(z) o +33 1 1 (z) =2z + % _12
T — x
—_9_ L(z)= —2+2— =
H(zx) — (x) x Z 3 $2+ 5
M _
@)=~ A+
3%3 . Tableau de signes
Dresser le tableau de signes des expressions suivantes :
3
I(z) = 22 + 25
x—3 _ 2
3 N = 43
T —
- _ = 3
K(z) x?l x+1 () 222 — 1 e 1
T —
_ =2x—1
()= 551 Q(r) =2z — 1+ 21
3z —1 T
=2 =—x+2——
M (z) 2 — R(x) x+ 3x$+2

280 . Lesages
Héleéne est née le jour du vingtiéme anniversaire de sa mére.
Combien de fois, au plus, I’age d’Héléne sera-t-il un diviseur
de I’age de sa mére?

m «.. Bleu-Blanc-Rouge
Une boite contient 60 tickets : des rouges, des bleus et des
blancs.

Si tous les tickets rouges étaient remplacés par des bleus, il y
aurait alors deux fois plus de tickets bleus que de blancs.

Si tous les tickets blancs étaient remplacés par des bleus, il y
aurait alors trois fois plus de tickets bleus que de rouges.

Combien de tickets bleus contient la boite ?
Ex 7 ** Vacances

Chaque lettre représente un chiffre, deux lettres différentes re-
présentent deux chiffres différents.

S O L E I L
+ S A B L E
B I K I N I

m +.. Sondage bidon

Un sondage paru dans la presse décrit la population des lec-
teurs d’un fameux journal du soir en donnant les renseigne-
ments suivants donnant le sexe, 1’état-civil et la profession des
lecteurs :

*31,2% sont des hommes,

* 47% sont mariés,



*52,5% sont des étudiants,

* 4,2% sont des étudiants masculins,
*14,7% sont des étudiants mariés,

* 86% sont des hommes mariés,

* 2,5% sont des étudiants masculins mariés.

Les résultats de ce sondage sont incohérents. Pourquoi?
m +.. Polynéme du 2" degré
1) Déterminer un polynoéme P de degré 2 tel que
P(3)=14et P(1) = P (%) =0.
2) Soit a, b et ¢ trois réels distincts.
a) Déterminer un polynéme P de degré 2 tel que
P(a) =bet P(b) = P(c) = 0.
b) Existe-t-il un polynoéme P de degré 2 tel que
P(a)=1,P(b)=1et P(c)=17?
«.. Le prof préféré

Des éleves décident d’offrir un gros cadeau a leur professeur
de maths préféré cotitant 600 € (C’est en effet un beau cadeau).
S’il y avait 10 éléves de moins, chacun devrait payer 3 € de
plus.

Combien d’éleves participent a cette ceuvre de charité?

+x Parametre

Soit m un réel et (E,,) 'équation d’inconnue z :
(Em)

1) Exprimer A,,, discriminant de (E,,), en fonction de m.

22 + (3m+ 1)z —m(m—1)=0

2) Pour quelles valeurs de m I’équation (F,,) admet elle au
moins une solution ?

3) Exprimer P,,, produit des solutions de (E,,), en fonction
de m.

4) Existe-t-il des valeurs de m pour lesquelles —2 est solution
de (E,,)?

Si oui, résoudre chacune des équations obtenues.

£, Den

Déterminer un polynéme non nul a coefficients entiers admet-

tant pour racine \/5 + \/5

+ Grosse équation
Résoudre les équations :

1¢¢— Terminale

D14+ +22+3+2t+254+254+2"=0

1 1 1 1 1 1 1

1
2 -t bt — b=t ==+ — =0
)x+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8

3) 272" +92° + 323 +2=0

% Triangle rectangle

Soient a, b, c les longueurs des cotés d’un triangle rectangle
dont le plus grand coté est c.
Démontrer que pour tout entier n > 2

" >a" +b"

il Evariste et Blaise

On considere la figure ci-dessous, composée de trois carrés ad-
jacents.

Evariste pense que @ > /3 + ~ tandis que Blaise pense que
a < f+7.

Qui a raison?

A B C

+» Equations trigonométriques
Résoudre I’équation suivante dans 'intervalle I donné :

1) [ =]—m \/5005(213)—1:&

2) I =[0;7], cos 3z = sin(r + %)

3) I =] —mml, SiHszsin:c—%:().
14

4) I =R, COSQ(.Z') — Ln(x)

2
% Inéquations trigonométriques

Résoudre I'inéquation suivante dans I'intervalle I donné :

1) I=]—mmn, cosT = -5

2) I =]—m, ], 2sin(z) + 1 < 0.

3) I =]—m, ], cos (m—i—%) <0.

4) I =] — 7,7, 2cos?x —cosz—1<0
5) I =] —m, 7, sin 2z > sin x.

Lycée Henri-IV



II Suites

o
Dans chacun des cas ci-dessous, (u,)nen est une suite arith-
métique de raison r.
n
On pose pour toutn € N, §,, = Z U
k=0
3 7
1) Sachant que ug = 5 etr = T calculer uyg et usg.
2) Sachant que uyp = 2 et uy = 5, calculer us et us.
3) Sachant que us = 7 et u1g = —3, calculer ug et u;.

139
4) Sachant que u15 = 3 et ugg = = calculer ug et Syp.

5) Sachant que ug = —7. Déterminer r ainsi que I'entier na-
turel p de telle sorte que 'on ait u, = 83 et S,,_1 = 2691.

Soit (ty )nen une suite géométrique de raison q.
n

On pose, pour tout n € N, S, = Z Uk
k=0

1
1) Sachant que g = 3 et que ug = 7, calculer uy, ug, us.

2) Sachant que up = 12 et ug = 3, calculer u; et us.

3
3) Sachant que uy = —3 déterminer ¢ ainsi que I’entier na-
—765
turel p de telle sorte que 'on ait u, = —48 et S, = 5

i
Soit (uy)nen une suite arithmétique de raison 7.

On pose : v, = e"", pourn € N.

Montrer que la suite (v, )nen est géométrique et préciser sa
raison.

e

Soit la suite (u,,) définie par uy = 1 et pour tout n entier na-

turel : up4q = %un + 2.

1) Calculer uy, us, us.

2) Soit a un réel et (vy,) la suite définie par v,, = u,, + a pour
tout n entier naturel. Déterminer la valeur de a pour que
la suite (v,) soit géométrique. Donner alors ses éléments
caractéristiques.

3) Dans la suite de I'exercice, on pose v, = u, — 5. Donner
I’expression de vy, en fonction de n.

4) En déduire 'expression de u,, en fonction de n.

5) Déterminer la limite de la suite (uy,).

6) Pour tout n entier naturel, on pose Sy, = ug+u1 + ... + Uy
etT, =vg+v1+..4+ v,

Quelle est I'expression de T, en fonction de n?

7) Déterminer la limite de la suite (77,).

8) Déterminer I'expression de S, en fonction de n et la limite
de la suite (Sy,).

e

Soit (Un)n>1 €t (Vn)n>1 deux suites réelles définies par :
uy =12etvy =1

Uy + 20, Up + 3Un

3 4
1) Pour tout entier naturel non nul n, on pose w,, = v, — Un,.

Vn € N* upy1 = et vp41 =

a) Démontrer que la suite (w,),>1 ainsi définie est une
suite géométrique puis exprimer w,, en fonction de n.

b) En déduire que (wy,)n>1 est convergente puis détermi-
ner sa limite.

1¢¢— Terminale

2) Pour tout entier naturel non nul n, on pose ,, = 8v,,+ 3.
Démontrer que (x,,),>1 est constante.

3) En déduire les expressions respectives de u,, et v,, en fonc-
tion de n.

4) Montrer que (up)n>1 et (Un)p>1 convergent vers une
méme limite que I'on explicitera.

| Ex 23 A

(uy,) est la suite de nombres réels strictement positifs définie
par up = 2 et pour tout nombre n € N,

Un
Upt1 = .
n+1 Uy + 1
T 1
(vp,) est la suite définie sur N par v,, = —.

U
1) Démontrer, par récurrence, que tous 17::5 termes de la suite
(uy,) sont strictement positifs.
Expliquer alors pourquoi les termes v,, sont définis pour
tout n.
2) Calculer uq, ug, us, uq puis v1, ve, v3, V4.
3) Démontrer que (vy,) est une suite arithmétique.
4) Pour tout nombre n € N. exprimer :
a) v, en fonction de n;
b) u, en fonction de n.

i
On considére la suite (u,,) définie par ug = 1 et pour tout en-
. un +8

tier naturel n, up41 = ——.

2u, +1

1) Calculer uq, usg, us.

2) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite.
(on utilisera la méthode de représentation graphique des
suites définies par une formule de récurrence). Quelle
conjecture peut-on faire ?

3) Montrer que pour tout entier naturel n, u,, > 0.

4) Soit la suite (v,) définie pour tout entier naturel n, par

Up — 2

Up + 2

Montrer que (vy,) est une suite géométrique et donner son

premier terme et sa raison.

Up =

5) En déduire expression de v,, en fonction de n.
6) Prouver que, pour toutn € N, v, — 1 # 0.
7) Exprimer pour tout n € N, u,, en fonction de v,,.

8) En déduire I'expression de u,, en fonction de n et sa limite
éventuelle.

| Ex 25 [

On considére la suite de nombres réels (u,,) définie sur N par :
1

uoz—l,u1:§

et, pour toutn € N,

1
Up4+2 = Un41 — Zun

1) Calculer us et en déduire que la suite (u,,) n’est ni arith-
métique ni géométrique.
2) On définit la suite (v,,) en posant, pour tout entier naturel
1

n: Up = Un+1 — Eun

a) Calculer vg.
b) Exprimer v,,41 en fonction de v,,.

¢) En déduire que la suite (v,,) est géométrique de raison

5.

d) Exprimer v,, en fonction de n.

Lycée Henri-IV



3) On définit la suite (w,) en posant, pour tout n € N :

U

Wy, = —=.
Un

a) Calculer wy.

b) En utilisant I'égalité u,4+1 = v, + iuW exprimer Wy 41

en fonction de u,, et de v,,.
c¢) En déduire que pour tout n de N, w11 = w, + 2.

d) Exprimer w,, en fonction de n.

. 2n —1
4) Montrer que pour tout entier naturel n: wu, = .
on
5) Pour tout entier naturel n, on pose :
n
Sn:Zuk =ug+ur+ -+ Up.
k=0
i 2n +
Démontrer que pour toutn € N, S, =2 — o

6) Démontrer que pour tout n € N,

5, m+3_, 3

2 _
1,5" on on

En déduire la limite de la suite (.S,,).

| Ex 26 [

Soit @ un nombre réel tel que —1 < a < 0.
On considére la suite v définie par ugp = a, et pour tout entier
naturel n,

Upt1 = ui + Up.
1) Etudier la monotonie de la suite .

2) a) Soit h la fonction définie sur R par h(z) = 2% + .
Etudier le sens de variation de la fonction .
En déduire que pour tout z €] — 1; 0], h(z) €] — 1;0].
b) Démontrer que pour toutn € N, —1 < u,, <0.

3) Etudier la convergence de la suite u. Déterminer, si elle
existe, sa limite.

5%

La suite (uy,) est définie sur N* par: u,, = vn+1 — /n.

1¢¢— Terminale

1) a) Démontrer que, pour tout n € N*,
71 <u, < L
9 ,—TL+1 XX Un X 2\/ﬁ
b) Quelle est la limite de (u,)?
e I

Nz

2) La suite (v,,) est définie par v,, =

Quelle est la limite de (vy,)?

| Ex 28 o

Soient deux suites de nombres réels (d,,) et (a,,) définies par
do = 300; ap = 450 et, pour tout n € N :

dpt1 = 3dn + 100
ant1 = 3dn + 5an +70

1) Calculer dy, ds, a1 et as.

2) Pour tout n € N, on pose ¢, = d,, — 200.

Démontrer que la suite (¢, ) est géométrique de raison %

3) Démontrer que pour toutn € N:

1\" \"
a, = 100n (5) +110 (5) + 340.

4) a) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 3,
ona:

2" > (n+1)2

b) Démontrer par récurrence que pour tout entier n supé-
rieur ou égala 4, ona:

2" > 2.

c) En déduire que pour tout entier n supérieur ou égal a 4,

1\" 1
0<100n(§) <ﬂ.

n

5) Etudier la convergence de la suite (a,,).

Lycée Henri-IV



IIT Probabilités
o

Un chirurgien orthopédique commande des prothéses chez
trois fabricants A, B et C. le tiers des prothéses provient de A,
30 % provient de B et le reste provient de C.

La proportion de prothéses défectueuses est de 0,3 % chez A, de
0,6 % chez B et de 0,5 % chez C.

On prend au hasard la fiche d’un patient qui s’est fait poser une
prothése chez ce médecin.

Quelle est la probabilité que cette prothese soit défectueuse ?

e

On sait que 1% d’une population est atteinte d’une certaine
maladie orpheline.
On dispose de test de dépistage de cette maladie ainsi que des
données suivantes :
« sila personne est atteinte de cette maladie, alors le test est
positif dans 90 % des cas.
« si la personne n’est pas atteinte par cette maladie, alors le
test est néanmoins positif dans 5 % des cas.
On choisit une personne au hasard. On note :
« M D’événement : « La personne est malade. ».
o Tl'événement : « Le test est positif. ».
1) Traduire les hypothéses en termes de probabilités.
2) a) Calculer P(M NT)etP (MNT).
b) Calculer P(T).
3) Quelle est la probabilité qu'une personne soit réellement
atteinte par cette maladie sachant que son test est positif ?
4) Quelle est la probabilité qu'une personne ne soit pas at-
teinte par cette maladie sachant que son test est positif ?
5) Quelle est la probabilité qu’une personne soit atteinte par
cette maladie sachant que son test est négatif?

| Ex 31 [

Un professeur se trouve en possession de 5 clefs de salles. 11

se tient devant une porte et il sait que, parmi ses 5 clefs, 2

n’ouvrent pas la porte parce qu’elles sont défectueuses mais les

autres le peuvent. Il veut alors les tester toutes, une a une. Le

choix des clefs est effectué au hasard et sans remise. On appelle

clef numéro x la clef utilisée au z-iéme essai.

1) Onappelle D; I’événement : « La clef numéro 1 n’ouvre pas
la porte ». Calculer sa probabilité.

2) Onappelle D, I'événement : « La clef numéro 2 n’ouvre pas
la porte ».

1¢¢— Terminale

Calculer la probabilité que I’événement Do se réalise, sa-
chant que I’événement D; est réalisé.
En déduire la probabilité de I’événement D1 N Ds.

3) Quelle est la probabilité de 'événement : « Les clefs numé-
ros 1 et 2 ouvrent la porte et la clef numéro 3 ne Pouvre
pas»?

4) Pour 1 < i < j < 5, onnote (i ; j) 'événement : « Les
clefs qui n’ouvrent pas la porte sont les clefs numéros 7 et
j»,etP(i; j)laprobabilité de cet événement.

a) Calculer P(2; 4).
b) Calculer P(4 ; 5).

| Ex 32 A

Juliette débute un jeu dans lequel elle a autant de chances de
gagner ou de perdre la premiére partie.
On admet que, si elle gagne une partie, la probabilité qu’elle
gagne la partie suivante est 0,6, et si elle perd une partie, la
probabilité pour qu’elle perde la partie suivante est 0,7.
On note, pour n entier naturel non nul :
G, 'événement : "Juliette gagne la n-iéme partie",
P, lévénement : "Juliette perd la n-iéme partie".
Partie A
1) Déterminer les probabilités P(G1), Pg, (G2) et Pp, (G2).
En déduire la probabilité P(Gs).
2) Calculer P(P).
Partie B
On pose, pour n entier naturel non nul, z,, = P(G,) et
yn = P(P).
1) Déterminer, pour n entier naturel non nul, les probabilités :
PGn (PnJrl) et ]P)pn (GnJrl).
2) Montrer que pour tout n entier naturel non nul
{ Tnt1 = 0,6z, + 0,3y,
Yn+1 = 0,4z, + 0, Ty,
3) Pour n entier naturel non nul, on pose v, = T, + Yy, et
Wy, = 4Ty, — 3Yn.
a) Montrer que la suite (v,,) est constante de terme géné-
ral égal a 1.
b) Montrer que la suite (w,,) est géométrique et exprimer
w,, en fonction de n.
4) a)
b) Montrer que la suite (z,,) converge et déterminer sa li-

Déduire du 3. I'expression de x,, en fonction de n.

mite.

Lycée Henri-IV



IV Fonctions

2

Dresser le tableau de variation des fonctions définies par les
expressions suivantes :

1) f(z) =23 1—25:52 +18r—5
2) f(a) =22+ §

3 f(x) = 2;;53

9 fo) = gt

2

Déterminer I'expression (simplifiée) de la dérivée des fonctions
suivants :
filz) =a® — 52" 4 = fz(z)*§$4*$\/§+3\/_
f3(x) = (2 + 3) 2° fa(x) = 3z — 2)?
f5(z) = 22z fo(x) = (z + 3)z?V/x
fr(w) = <z+i)x fe(z) = <z+%)z
3 5
f9(z):x+51 fro(e) 2+x§+3
x x
f11($)$§+? f12($)7$+3
fala) = S fula) =
T — l 2+ §
fis () T frs(@) = T
T+ — z?+ 7
1+-—
firla) = 2V fis(e) =2 —%
L4 = 3+ —
x x
9
1 1 1 3+
s =(1+25) (175) o) =725
f21($) = etr—b fQQ(SC) = COS (2:6 + 3)
fo3(x) = sin (330 + %) foa(z) = (Tx +5)e”
eBz + 2:62 63721
sl =it L PR

e

Déterminer, si elle existe, la limite des fonctions ci-dessous
lorsque xtend vers la valeur a indiquée.
On distinguera éventuellement la limite a gauche et la limite a
droite,

3 —1
D5
3+ 27
3z+9
2?2 — 5z +6

3
) 3

a=1

2)

; a=—3

;oa=2
-z —2
2z 1
+
22 —x+1 22-3x+2
3z2 — 2mx — m?
222 — 3mx + m?
r—3 )
z—1—~vz+1 '’
) T —4
Va2 -7 -2z +1
z? — |z|

8) ——
x

4) ;o oa=1

5) avecmeR ; a=m

6) =3

a=4

a=0

1¢¢— Terminale 7

V3x2
9) —— ; a=0.
5vVax? + 2
i
Déterminer, si elle existe, la limite des fonctions ci-dessous
lorsque xtend vers la valeur a indiquée.
20— 3
1) —
(dx +1)(z+5)
322 — 11z +4
2) ————
2 +4x+4
e2:676
3 =3
) o5 5 “

272 -3
4)Cos(u) a1

; a= —00

;oa=—2

)

4r — 1
5) sin(2z+7)

a = —00

gl £ 37

Déterminer les limites en +o00 et —oo des fonctions ci-dessous.
Préciser si la courbe représentative de f admet alors une
asymptote horizontale ou non.

—5x+1 22% —x
R =Sy x31+x22¢6 P = e
o — o211 —
B =gn i 1@ * ;“ “
or + 1 1—e*
fr(x) =vVa?+1—z
3 2_2 _ 2
fs(x) = ac L 5 avecm € R

(m—2)a? —3mx +m

Ex 38 [
Déterminer les limites en a des fonctions suivantes. Préciser

dans chaque cas si la courbe de la fonction admet en a une
asymptote verticale.

3xr—4
fl(x): 22 ena=0;
3x2 —3x—2
)= ——9—/9¥—#——ena=2;
f2( ) ($_2)3
9 z
fa(x) = pr(3_) ena=0;
_efl/‘
V4 1-2
f4($)* T ena = 3;
xz—31
fs(x) = i ena =0;

2—e"+3
2

fo(x) =exp (z21) ena=1.

| Ex 39 N

On considére trois fonctions f, g et h définies sur R, dont on
donne ci-dessous les limites aux bornes de cet intervalle :

lim f(:c) = +00 1131 glx)=10 Er_n h(z) = 400

Determlner, lorsque c’est possible, les limites en +oo des fonc-

tions suivantes :
h h
fgih=fifgifhigehi Log 8 0 220,
h’g’ h !

On notera FI s’il s’agit d’une forme indéterminée.
Extension : on pourra essayer de proposer des exemples justi-
fiant qu’il est impossible de conclure dans ces cas.

.

Soit f: z +—>

X

e —zx

Lycée Henri-IV



1) Montrer que Dy = R.

2) Déterminer les limites de f en —oo et +00. Donner les
asymptotes éventuelles.

3) Etudier les variations de f puis en dresser le tableau de va-
riation.

o

Dans un repére orthonormal (O; i,] ) , on considére le point
A de coordonnées (1;1).

Atoutréel z > 1, on associe le point M de coordonnées (z;0).
On note N le point d’intersection de la droite (AM ) avec 'axe
des ordonnées.

1) Montrer que 'ordonnée du point IV est donnée par z T
T _
2) En déduire laire du triangle OM N.
2
3) Soit f la fonction définie sur |1; +o00[ par f(z) = ﬁ
o _

Calculer f’(x) et déterminer le sens de variation de f.

4) Quelle est la position du point M tel que l'aire du triangle
M N O soit minimale ?

o

222 + 5z — 11
Soit f la fonction définie par f(z) = Hix

r+4
1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Vérifier que la dérivée f' de f
222 + 162 + 31
(z +4)?
3) Déterminer le tableau de variations de f sur son ensemble
de définition.

s’exprime par

4) Démontrer que y = 2z — 3 est une asymptote oblique a la
courbe C¢. On pourra effectuer une division polynomiale.
En déduire les limites de la fonction f en +o00 et —co.

2
On considére la fonction f définie par : f(z) = gac\/i
On note € sa courbe représentative dans un repere orthonor-
-
mal (O, 1, ]

1) Donner Dy I'ensemble de définition de f.

2) Montrer que f est dérivable en O et calculer f/(0) son
nombre dérivé en 0.

3) Déterminer une équation de la tangente au point d’abscisse
0.

4) Justifier que la fonction f est dérivable sur Dy et détermi-
ner sa dérivée f’.

5) Dresser le tableau de variations de f.

6) Tracer la courbe € et sa tangente au point d’abscisse 0.

o

Pour la fabrication d’un livre, on doit respecter sur chaque
page des marges de 2 cm a droite et a gauche et de 3 cm en
haut et en bas.

1¢¢— Terminale

2 cm 2 cm

EGmI

3ch

x

Soit x et y respectivement la largeur et la longueur de la page

en cm.

1) Six = 28 et y = 31, calculer l'aire de la portion de la page
disponible pour 'impression.

2) On désire que la surface disponible pour 'impression soit
de 600 cm?.
Trouver la valeur de x pour laquelle la consommation de
papier est minimale.

-
Deux fonctions f et g définies sur [—1; 4] sont représentées

ci-dessous. \
3 y

-1 0 1 2 3 4

-1

1) Déterminer go f(0) ; go f(3) ; fog(0)et fog(2).
2) Déterminer les variations de g o f sur [—1; 4].
Soit n > 2 un entier fixé (quelconque) et soit f,, la fonction
définie sur [0; +oo] par
1+2"

fo(z) = Ot

1) a) Expliquer pourquoi f, est dérivable sur [0; +o00[ et cal-
culer f! (x).
b) Etudier le signe de f! () et montrer que f,, atteint un
minimum que 'on déterminera.

2) a) En déduire 'inégalité suivante, pour z > 0 :
(I+z)m <2 M (1 +am).
b) En déduire que, si x et y sont des réels positifs,

(z+y)" <2 (@™ +y").
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o
ABCD est un carré de coté 1. € est le quart de cercle de centre
A, de rayon AB, contenu dans le carré.

A B

D M C

T est un point de ¥ distinct de B et D. La tangente en 1" a ¢
coupe [DC] en M et [BC] en N.
Onpose x = DM ety = BN.
1) a) Démontrer que M N? = 22 + y? — 22 — 2y + 2.
b) Etablir que MN = MT +TN =z +y.
¢) Exprimer alors M N en fonction de x.
2) f estlafonction définie sur |0; 1] par :

2 +1
r+1°

fz) =

a) Calculer 'expression de f/(z) ot f/ est la dérivée de f.
b) Etudier les variations de f.

3) Pour quelle position de M la longueur M N est-elle mini-
male?

[ Ex 45 [

* Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire
La fonction d est définie sur | — 1; +oo] par :

d(z) = e+1.

1) Calculer la fonction dérivée d’.
En déduire les variations de d.
2) Déterminer les limites de d en —1 et en +0c.
3) Montrer que, pour toutz > —1,ona: 0 < d(x) <e.

% Partie B. Etude de la fonction f
Dans cette partie on s’intéresse a la fonction f définie sur I'in-

tervalle | — 1; + oo| par :

f(z) =2 +1—e,

On appelle (C) la courbe représentative de f dans un repére
orthonormé. On désigne par [’ et f” les dérivées premiére et
seconde de f.

1) Démontrer que la droite (D) d’équation y = = — e + 1 est
asymptote a la courbe (C).
Préciser la position relative de (D) et (C).

2) a) Pour x €] — 1;+ ool calculer f/(z) et f"(z).

20 4+1 &

——ez+1

(z+1)*

En déduire le sens de variations de f’.

Vérifier que f"(z) =

b) Dresser le tableau de variations de f”.

lim f'(z)=1.)

. , -~
(On admettra que zEI}ll+ (=) = im

3) On admet que I’équation f’(z) = 0 admet sur | — 1; +o0]
deux solutions dont I'une est 0.

1¢¢— Terminale

Dans la suite du probléme, on notera « la solution non
nulle. Donner une valeur approchée de « au centiéme pres.
4) a) Etudier les variations de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition.
c) Dresser le tableau de variations de f
* Partie C. Prolongement de la fonction f en —1

On considére la fonction g définie sur | — 1; +oo[ par :
g(=1) = 0
g(xr) = f(z)pourtoutz > —1.

On appelle (C’) la courbe représentative de la fonction g dans
le repére de la partie B.

1) a) Montrer que 'on peut écrire

le_l( z ezil)_

x—(—1) x \z+1

b) Pourz €] —1; +00[, déterminer la limite lorsque x tend

@
extl,

1 puis de -

c) En déduire que g est dérivable en - 1 et préciser son
nombre dérivé ¢’'(— 1).
2) Déterminer les tangentes a (C’) aux points d’abscisses
-1, a, 0.

Ex 45 [l

On note R I’ensemble des nombres réels et on considére la fonc-
tion f définie sur R par

vers —1 de
T

f(z) = ze* 1 4 1.

On note C sa courbe représentative dans un repere orthonormé

(0:7,]).

Partie A : étude de la fonction

1) Déterminer la limite de f en —oo.
Que peut-on en déduire pour la courbe C?

2) Déterminer la limite de f en +oo0.

3) On admet que f est dérivable sur R, et on note f’ sa fonc-
tion dérivée.
Montrer que, pour tout réel z, f’(z) = (z + 1)e* L.

4) Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau de
variation sur R.

Partie B : recherche d’une tangente particuliére

Soit @ un réel strictement positif. Le but de cette partie est de

rechercher s’il existe une tangente a la courbe C au point d’abs-

cisse a, qui passe par l'origine du repére.

1) On appelle T, la tangente a C au point d’abscisse a. Donner
une équation de T,.

2) Démontrer qu'une tangente a C en un point d’abscisse a
strictement positive passe par I’origine du repére si et seule-
ment si a vérifie 'égalité

1—a?%e* 1 =0.

3) Démontrer que 1 est I'unique solution sur lintervalle
]0; +00[ de I’équation

1—z%e" 1 =0.

4) Donner alors une équation de la tangente recherchée.
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V Repérage

Soit un carré ABCD. On construit un rectangle APQR tel
que :

P et @ sont sur les cotés [AB] et [AD] du carré et AP = DR

D

{ B
1) Méthode géométrique.
a) Montrer que C@E = —AR x DR puis que
CO.AD = —AP x BP
En déduire que @ﬁ = @ﬁ
b) En déduire que les droites (CQ) et (RP) sont perpen-
diculaires.
2) Méthode analytique. On se place dans le repére ortho-
normé (A4, E, AD)
a) Si P apour coordonnées (a; 0), déterminer les coordon-
nées de R et de Q.
b) Déterminer les coordonnées de P—})E et de Q?

c) En déduire que les droites (C'Q) et (RP) sont perpen-
diculaires.

| Ex 51 [

Un navire A se trouve au large de deux villes B et C' séparées
de 5 km.

L’angle ABC est de 60° et l'angle BCA est de 80°.

1) Déterminer les longueurs AC et AB.

2) Laville D se trouve a 1,5 km de la ville B. Calculer la dis-
tance qui sépare cette ville du bateau.

A
Soient ABC'D un carré de c6té a, I et J les milieux respectifs

des segments [AD] et [DC]. On note « la mesure en degrés de
langle IBJ.

1¢¢— Terminale

1) Montrer que BI.BJ = ZaQ cos().

2) Exprimer les vecteurs 37 et B—j en fonction des vecteurs
AB et ﬁ

3) En déduire une autre maniére de calculer B?Iz B—j et déter-
miner « au degré pres.

.

Dans un repére (O;%,]) orthonormé, on donne les points

B(6;0) et C(2;4). Faire une figure que vous compléterez au

fur et a mesure (unités : 2cm).

1) Déterminer les coordonnées du centre €2 du cercle circons-
crit (¥¢) au triangle OBC'. Déterminez le rayon de (7).

2) Déterminer les coordonnées de 'orthocentre H de OBC'.

3) Déterminer les coordonnées du centre de gravité G de
OBC.
Remarque : G est le point tel que C@ + C@ + C@ -0
4) Montrer que 2, H et G sont alignés. Déterminez la valeur
du réel k tel que QH = kﬁ;

5) Montrer alors que STIj[) = @ + fﬁ + (ﬁ

6) Déterminer les coordonnées de H’, symétrique de H par
rapport a la droite (OB). Montrez que H' est sur (¢).

ABCD est un carré et M un point quelconque de [BC].
BM N est un triangle isocéle en B, extérieur au carré ABCD.

N

B e
iy

A D

Démontrer que les droites (AM) et (NC') sont perpendicu-
laires.

Ex 55 [

Les triangles OAB et OC'D sont rectangles isocéles en O, de
sens direct. I est le milieu de [BC].

B

Montrer que la médiane issue de O dans OBC est la hauteur

issue de O dans OAD.
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Réponses

I Calculs, (in)équations

* Développement. Pour chacun des polyndmes suivants, dé-
terminer sa forme développée.

1) P(z) =23 +322+ 32+ 1

2) Q(z) =zt + 422 + 1

3) R(x) = —202% — 2

4) S(z) = 2% — 725 + 923 — 22 — 142 + 2

* Factorisation. On utilise plusieurs techniques (identité re-
marquable, groupement de termes, racine évidente)

1) Pz)=(x—1)(z2+2+1)

2) Q(z) =9(z — V2)(z + V2)(2? + 2)
3) R(z) =z(x — 1)(xz — 3)(z + 3)

1) S(z)=(z—1) ( —7)(x+11)

5) T(z) = (v +4)?(x — 5)?

6) U(x)=(z—8) (z—3) (x+2)

7) V(z) = (z — 3) (2> + 2 — 3)

8) W(x) = —(z —2)(3x + 10)

DO | Colpo | ot

10885 193

3 3x17 51

D=(\12-+3)"=VI2 + V3 - 2/12/3
=12+3-2V36=15-2x6=3

E=(3v2) = (vV2-1)" =8 x 2 — (V2' +1-2V2)
=1542v2
(1-v3)° 143 -2/3

- -

2-3
_(4-23)(2+V5) _
C2-V3)(2+V3)

oo 3v2-2v3 _ (3v2-2v3)V6 _ 3vI2-2V18
V6 V66 B 6
6\/_66\/_ 33

g5 323, (3+2V3)V3

B \/3\[ B \/5\(3[
9 3v3+2x3 3-3V3
3 3 =Ty TV

11

V3 V3410
1_7+5_72 _ V30 2
\/g_l 2v3 -1 2 2v/3 -1
2 2
V3410 (VB+10) (2v3+1)  16+21V3
2\/3—1 (2\/3—1)(2\/§+1) 11
J=
\/571 \f+1
_ V2+1 V2 -1 _
(V2-1)(V2+1)  (V2+1)(V2-1)
Ex 3
6 3 2 6 3 12
D(z) =3+ _3=+2) _ Tt
T+ 2 23@—}—2 T+ 2 T+ 2
3 230 -3
1 1 1 —1
Flz) = B _ T+ B x
z—1 z4+1 (z—1(@x+1) (z+1(x-1)
@+l —(@—1) 2
(=D +1) (r-1D(z+1)
7 7 2+3  7—(22+3)
G(r) = — T T 2 T2 = 2
4 +3 2 +3 x*+4+3 4+ 3
_,$2+4
U (- 2)
3z —1 2(x — 2 3r—1
H = -2 — _
(z) r—2 r—2 T —2
2@ —-2)—-Bx—1) —bx+5
N r—2 oz
3_1:7 3_30 E 3x — 10
2 2 2 2
3 3.3 3
C3x—10_ "3 7 92— 30
2 r+9 22+18 ,
 2x—1 20 —1  3(22°—1)
T@) =g 3= o1~ o
20 —-1-3(22"—1) —62%+2x+2
N 222 — 1 B 23;2—1
20 — 1
K(r) =22 —1+4 3x :(x ) 3x
20 — 1 2¢ — 1 20 — 1
C(2z—-1)+3z 42t -z +1
N 235—11 ; 2z — 1
X
L(z)=-z+2—=
(x) T+ 3Xac—|—2
_ (2 +2)B(+2) 20
N 3(x+2) 3(z+2)
C3(—a?+4) -2z 32?2z +12
N 3(z+2) 3(xz+2)
3
M — _
@) =1 el



Ex 4
4 2x(x —3)+4 23@2—61’—1—4
(@) = 20+ 73 z—3 ¢

x —
numérateur est un trindbme du second degré de discriminant

A =(—6)2—4x2x4=4>0,et admet donc deux racines
—(=6) -4 —(=6)+v4
& : = = 1 = = 2'
réelles : 21 7 % 2 et o 7 % 2
On obtient ainsi les signes :
x —00 1 2 3 —+00
227 — 6z + 4 + 0 o + | +
x—3 - | | — 0 +
I(z) - 0 + o — [ +
3 22%2-3
Jx)=2—-—= = i > . Le numérateur est un trinéme du
x2

second degré dont les deux racines sont 222 — 3 = 0 <=

T —00 —\/g 0 % +00
227 — 3 + 0o - ] - 0o +
7’ + | o+ [ +
J(x) + o - [[ - 0o +
1 1 1) —(x—1
K ) _ @) -@-1) _
x—1 z+1 (x—1)(xz+1)
2
(x —1)(z+1)
T —00 -1 1 +o00
r—1 - | - 0 +
T+ 1 - 0 4+ | +
K(x) + [ - [+
7 —z% 4+ 4
L(z) = :1:2—+3 -1 = %.Le numérateur est un tri-

nome du second degré de racines évidentes —2 et 2; le trindme
du dénominateur est quant a lui toujours strictement positif
(car pour tout nombre x réel, %> > 0 donc 2 + 3 > 3 > 0).
Ainsi,

T —00 —2 2 +00
—x? + 4 - 0 + 0 -
* 43 + |+ |+
L(z) - 0 + 0 -
3z —1 —5r+5
M = -2
(ac) xr — 2 T —2
x —00 1 2 +00
—5x+5 + 0 - | -
r—2 - | - 0o +
M (x) - 0 + ] -
3x 5 3x — 10
o ) 3x — 10 3
~—4+3 x +
3 3

1¢¢— Terminale
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3(3z — 10)
2(z+9)
10
T —00 -9 — +00
3
3(3z — 10) - | = 0 +
2(z+9) - 0 4+ | 4+
N(z) + | - 0o +
2 — 1 —622 +22+2  2(-32>+x+1)
P — — — = N
(@) =573 22 — 1 22 — 1

Le numérateur est un trindme du second degré de discriminant
réduit A =1—-4x (—=3)x 1 =13 > 0, et admet donc deux ra-

—-1-+v13 1+ 13 " 1-—+v13
= etrg = ——.

Le dénominateur est aussi du second degré et admet aussi deux
racines :

cines réelles x1 =

21’2—1—0{:)302—1:» r=— l——Louac—L
2 AN AN

On a donc enfin le tableau de signes :

_ 1 1—/13 1 1413
r /2 6 3 6
32 +x+1 | — | — 0 + |+ 0 —
227 — 1 + 0 - | - 0+ | +
P(x) — I + 0 - [+ 0 —
3r—1 (20—-1)2+43z—-1 42—z
—920—1 — — -
Qo) =2—1457— 9z — 1 9z — 1
z(dx —1)
2¢ —1

Le numérateur est un trindme du second degré de racines,

mises en évidence, x1 = 0 et x5 = —, et on a donc,

1 1
x —00 0 1 B +00
x(dr — 1) + 0 — 0 + | +
27 — 1 - - | - 0o +
Q(x) - 0 + o — J +
1 2z (—z+2)(3(x+2)) — 2z
R(x)——x+2—§xx+2— 3(z+2) B
—32? — 22+ 12
3(z+2)

Le numérateur est un trindme du second degré de discrimi-
nant A = (—=2)% — 4 x (=3) x 12 = 148 > 0, et admet donc

—(=2) - V148 _ 71+\/3_76t

deux racines réelles x; =

—6 3
—1—+/37
XTo = —(—.
3
" ,1?/@ _9 71+3\/§
—327 -2z +12 | — 0 + |+ 0 -
3(z +2) - | - 0 + | +
R(x) + 0 - [+ 0 —
Ex 5

Sin est ’age d’'Héleéne, n divise (20 + n) <= n divise 20.
Les seuls diviseurs positifs de 20 sont 1,2,4,5,10,20.
Réponse : 6 fois

R nb de rouges, b nb de blancs et B nb de bleus.
Alors R+b+B =60et R+ B = 2betb+ B = 3R on obtient
b=20,R=15et B =25
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Ex 7
4 9 6 7 3 6
+ 4 1 5 6 7
5 3 8 3 0 3

Faire un dessin avec des "patates".

Remarque : tous les pourcentages donnés dans le texte, comme
ceux calculés ci-dessous, sont des pourcentages par rapport a
la méme population de référence, c’est a dire I’ensemble des
lecteurs interrogés pour le sondage.

Dans la zone commune aux trois ovales, se trouvent les étu-
diants masculins mariés soit 2,5% de la population.

Dans la zone commune aux ovales des hommes et des étu-
diants, il y a 4,2% de la population et donc dans la zone re-
présentant les étudiants masculins non mariés, on trouve de la
population soit 1,7%.

Les étudiants mariés représentent 14,7% de la population donc
les étudiants mariés non masculins, c’est a dire les étudiantes
mariées, représentent 12,2% de la population.

Les hommes mariés sont 8,6% de la population donc les
hommes mariés non étudiants représentent 6,1% de la popu-
lation.

Les hommes représentent 31,2% de la population donc les
hommes célibataires non-étudiants représentent 20,9% de la
population.

Les étudiants représentent 52,5% de la population donc les étu-
diants non-masculins non-mariés, c’est a dire les étudiantes cé-
libataires, représentent 36,1% de la population.

Les personnes mariées représentent 47% de la population donc
les femmes non-étudiantes mariées représentent 26,2% de la
population.

Or la somme de tous ces pourcentages est: 20,9% + 1,7% + 36,1%
+6,1% + 2,5% + 12,2% + 26,2% = 105,7%.

Ce résultat supérieur a 100% est incohérent puisque les catégo-
ries de population dont on vient d’additionner les pourcentages
n’ont aucun élément en commun.

1) Déterminer un polyndme P de degré 2 tel que
P(3)=14et P(1) =P (2) =0.

P(1) =P (3) = 0donc P(z) = a(x — 1)(3z — 2)
Comme P(3) =14onald = 1l4daeta=1
donc P(z) = (z — 1)(3x — 2).

2) Soit a, b et ¢ trois réels distincts.

a) Déterminer un polyndéme P de degré 2 tel que
P(a) =bet P(b) = P(c) = 0.
P(b) = P(c) =0donc P(z) = a(z — b)(z — ¢).
Comme P(a) =bonab= a(a—b)(a — ¢) donc
b
Px) = —b)(x —¢).
@) = g Mo
b) Existe-t-il un polyndme P de degré 2 tel que
P(a)=1,P(b)=1etP(c)=1?
On suppose qu’il existe un tel polynéme, alors le poly-
néme Q(z) = P(x) — 1 est un polyndme de degré 2
qui admet 3 racines distinctes : c’est impossible.

Soit = le nombre d’éléves et y la somme mise par éleve.

1¢¢— Terminale
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xy = 600 et (z — 10)(y + 3) = 600.

3 3
On en déduit que y = 0%~ 3 puis que 1—0x2 — 3z = 600
En simplifiant : 22 — 10z — 2000 = 0 on trouve deux solutions

xr1 = —40 et 5 = 50
Il y a 50 éleves généreux!

Soit m un réel et (F,,) I'’équation d’inconnue z :
(Ep) : 222+ 3m+ Dz —m(m—1)=0

1) A, =1Tm? —2m + 1.
2) A’ < 0 donc pour tout m € R, A, > 0 donc I’équation
(E,,) admet deux solutions.
-1
3) P, = f%.
4) On remplace x par —2. On obtient —m? — 5m + 6 = 0.
A =49 d’ou deux possibilités m = —6oum =1

e Cas m = —6 le produit est donc P_g = —21 donc les
deux racines de (E_g) sont —2 et %
e Cas m = 1 le produit est donc P; = 0 donc les deux
racines de (F1) sont 1 = —2 et 29 = 0.

P(z) = (x — V2 = VB)(x = V2 + VB)(x + V2 - V3)(x +

V2+/3)

P(z) = 2 — 1022 + 1 convient.

1) Soit (B): 14+ x4+ a2+ 234+ ---+27=0.

1 n’est pas solution de (F) donc (somme d’une suite géo-

métrique) :

1—28 8 .
(E) <= T =0 < 2°=1(maisonazx # 1)
Donc . = {—1}.

1 1 1 1
2) Soit(E):E-kF_FF_;_..._,_E:(),

8

0 n’est pas solution de (E) donc en multipliant par z° on

obtient :

(B) <= l14+ao+22+234+---+2"=0.

D’aprés la question précédente ./ = {—1}.
3) Soit (E): 272" +92° + 323 + 2 =0:

(E) <= z(1+32%+92% +2725%) =0
— z(1+32%+ (32%)% + (32?)%) =0
on a somme de termes d’une suite géométrique si 322 # 1
1— (322)*
< T X W =0
< x=00u3z?=+1
mais 322 # 1 et 3z° = —1 impossible
— =0
7 = {0}

Soitn € N*,n > 2,onnote & (n) assertion : « ¢™ > a™+b" ».
« Initialisation : Pour n = 3, a, b, c sont les longueurs des
cotés d’un triangle rectangle dont le plus grand c6té est ¢
donc ¢? = a? + b2
En multipliant par ¢ on a ¢3 = ca? + cb?
Or ¢ > a et c > bdonc ca? > a® et cb® > b?
Finalement ¢® > a® + b3 donc #(3) est vraie .
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« Hérédité : Soit n € N*, n > 2, supposons que & (n) vraie.
Par HR, ¢ > a™ + b"™.
En multipliant par ¢ on a ¢! > ca™ + cb™
Or ¢ > aetc > bdonc ca™ > a™ ! et cb™ > b F!
Finalement ¢! > g"*! 4 pntl
Donc #(n + 1) est vraie.

« Conclusion : Par principe de récurrence,

pour entier n > 2, ¢ > a™ +b"

o5

On considére que les carrés sont de coté 1.

Onaa =45
D’aprés le th. de Pythagore : BE = /5 donc cos (8) = % =
2V6

- V10

5 — _ 3 _3
De méme, AE = /10 donc cos (y) = 5 =T
Comme cos?a + sina = 1, on a : sin(f) = -2 \/?g
etsin(y) = 7%:\{_1*00
cos(B + ) = cos (B) cos () — sin(B) sin ()
con(347) ~ 2 8 Gt
On en déduit que 5 + v = o
Solution géométrique :
C

/

- <

B

Le triangle ABC' est isocéle rectangle en B. Donc BAC =
B + v = 45°. Les inégalités strictes font que Blaise comme
Evariste avaient tort.

o 1)

1) I =] —m, 7l V2cos(2z) — 1 =0.
« Il faut dans un premier temps écrire 1’égalité sous la forme
sinx = sina ou cosx = cos a, puis utiliser les propriétés
du cours. Soit « un réel fixé, alors I’équation :

T—a+k2r a4+ k2w
a) sinz = sina ad- =
met pour solutions
r = a4+ 2kw
ou ,
r=7m—a+2krw
avec k € Z.
b) cosx = cosa ad- o+ k2w
met pour solutions
T =a+2kr “@
ou , W,
r=—a+2km v
avec k € Z.

—a+ k27

1¢¢— Terminale
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\/5005(2@ —1=0<«= cos(2z) =

< cos(2z) =

]S Sl

« Ici, la connaissance du cercle trigonométrique nous donne

2 T
- = cos —. On a donc :

que
2
cos(2x) = % < cos(2z) = cos%

« On utilise maintenant la propriété.

7r
22) = cos —
cos(2x) = cos 1

2x:£+2k7r
= ou ,aveck € 7
2x:—£+2k7r
x:g+k7r @
= ou ,aveck € Z
T
=——+4+kr ©
x 8+ T

1
On a multiplié par 5 les 2 membres des égalités

On obtient les solutions dans R de cette équation. On re-
marque qu’il y en a une infinité.
« On va maintenant chercher les solutions dans I. Pour @,

T

avec k = —1 et k = 0 on obtient 2 solutions dans I, -y
T T T

et —. De méme pour @, on a deux solutions —— et —. On

8

a trouvé ces solutions en regardant un cercle trigonomé-
trique. Ce ne sera pas possible avec un intervalle I moins
"simple" et surtout un nombre de solutions plus important.

2) I =1[0;7), cos 3z = sin(x + g)

Pour cette équation il faut changer soit le cosinus en sinus,
soit le sinus en cosinus grace aux formules

cos (g — z) = sin(x) ou sin (g — z) = cos(x).

Personnellement, je préfere faire apparaitre une équation
de la forme
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cos o = cos f.

cos 3z = sin(x + Z)
= cos3x*cos(—7<z+£))
T
<= cos3x—cos(——x—z)
<= cos 3x = cos (— — Jc)
Sx:Z T + 2km
<= ou ,aveck € 7
3z:—%+z+2k7r
4z:£+2k7r
<= ou ,aveck € 7
2z:—£+2k7r
k
Tk
16 2
And ou ,aveck € Z
:L'ngJrkﬂ @

On cherche les solutions dans I.
Pour @, avec k 1 on obtient une solution dans I,

s T
fg +7T=—
Pour @, on cherche les nombres k € Z tels que :
0< s k—ﬂ <7
16 2

On a une double inéquation a résoudre.

0 T  km <
ST 2 ST
1 k 1
= <16 Jr <1 (on multiplie par ;)
<~ 1 < k <1 L
16 =2 16
1 1
<= —=-<k<2—-
8 = 8
1 k< 15
8§~ 8
. . 1 15
Donc k est un entier relatif tel que —= < k < 5 on a
deux valeurs possibles k = 0 et k = 1.
T
e Pourk=0,0ona, z1 = E
T 97
« Pourk =1, , 1x —
our ona, ry = 6 + 57 16
On conclut pour les solutions de I'équation dans I, S =

T 97 Tw

{ETF?

}
I=]—mal,

Comme pour les équations bicarrées, on fait un change-
ment de variable, on pose X = sinz avec X € [—1;1].
L’équation s’écrit alors :

3)

sin® x — sing — 1 =0.

3
X2-X->=0
4
Ce qui est équivalent a:4X2 —4X — 3 = 0.

Apreés le calcul du discriminant on obtient deux solutions :
1

3
X, = —3 et Xo = 5 La derniére est non valable, pour

15

1¢¢— Terminale

trouver les solutions de I’équation il nous reste a résoudre

1
sinx = —3 dans l'intervalle | — 7; 7).
. 1
inr=—=
sinz 5
. . 77'
= sinz = sin (—E)
T
=——+2k
T 6 + 2km
= ou ,avec k € Z
—r— (=I) 42k
=T ( 6) + 2km
T
=——+2k
x 6 + 2km
— ou ,aveck € Z
T
= — +2k
T 6 + 2km
Dans lintervalle | — m; 7], on a donc 2 solutions § =
_om. T
6 6
1+ si
4) I =R, cos?(z) = %n(x)

11 faut se ramener a une équation qu’on sait résoudre :

1+ sin(z)
2
2cos?(x) = 1 + sin(x)
2 (1 —sin’(z)) =1+ sin(x)
2sin?(z) +sin(z) — 1 =0

cos?(x) =

117

On procéde comme précédemment :
On pose X = sin(z), on doit résoudre 2X2 + X — 1 = 0,

on a deux solutions valables X = % et Xy = —1.Du coup,
on finit en résolvant dans R, sin(z) = —1 et sin(z) = 1
On obtient : z = —g + 2km ou x = % + 2km ou
x:%—i—%ﬂ avec k € Z.

1) I =] —m, cosx}TQ.

On peut utiliser le graphique suivant ou un cercle trigono-
métrique comme dans I’exercice apres :

\

|
T T
[y ™ ™ ™
— - — — 5 s
& 2 4 4 ;\/
—1-—-

D’aprés le graphique et une bonne connaissance des va-
leurs remarquables du cosinus, on lit que, dans I'intervalle

| — m; 7], les solutions de 'inéquation cosx > —— sont
; q 9

T
s=|-73)
2) I =]—m, ], 2sin(z) + 1 < 0.
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On ne donne ici les solutions que sur l'intervalle | — 7; 7).
2sinz + 1 < 0, cette équation est équivalente a sinz <

1
—5ona le graphique suivant :

5
D’aprés le graphique, on lit : S:]—%;—%[.
3) I =]—m,7], cos (w—l—g) <0.
OnposeX:x—l—%,ona:
x € |—m; 7]
= —nmT< T
— + e+ <y
Try S T ysTTy
3 5
= - <X <=
4 4
3T 5w
= Xe|——;—
|57
3m 5
e Résolution de cos X < 0 sur l’intervalle]—zﬂ-;zﬂ-}
(z)
37 5
D’aprés le graphique, sur intervalle } — Iﬂ; ZF] , les solu-
tions de 'inéquation cos X < 0 sont,
3w T 5w
S=|—;—=|U|=;—|.
|53 5
oX:x+4,doncx: —%.
3w
Xe|——;—=
|-7:-3)
3 T
XK=
< 1 5
3w T T
= - N G
— PRI I S
—3m
< *7T<ZE<T
<~ S 37
T -7 ——
o4
16

4)

5)

T 5w
XE §7I
— Tex<r
2 4
T ™ St w
= g asYTIsTI
<= %gzgw
T
<~ xeh;}

Dong, sur lintervalle |—; 7], les solutions de I'inéquation
cos X < 0 sont,

I=]—mnl, 2 cos? x — cosx — 1 < 0 Toujours pareil,
on pose X = cosz avec X € [—1;1].

On étudie le signe de 2X2 — X — 1, On a ici une racine
évidente X7 = let X; x Xo = —% donc X5 = f%, ona
le tableau de signe suivant :

2X? — X — 1 est positif a Uextérieur des racines.

X -1

2X2 - X -1 +2

1
Il nous reste a résoudre —— < cosxz < 1, sur 'intervalle

|—7; 7]. On donne le résultat brut.

-2 27
S=|—; —
= 5]

I=]—m,mn, sin2z > sinz.
Pour cette question, il faut utiliser la formule trigonomé-
trique vue avec le produit scalaire :

Va € R, sin(2a) = 2cosasina

sin2x > sinx

<— sin2x —sinx > 0
<= 2cosxsine —sinx > 0
= (2cosxz —1)sinx >0

En trés rapide :sinx > 0 a pour solution les nombres = de
I'intervalle [0; ].
1
2cosr — 12> 0<«= cosx > >
Dongc, 2cosz — 1 > 0 a pour solution les nombres x de

I'intervalle [—g; 5]

z - - 0 = ™

sina - - + +
2cosz — 1 - + + -
(2cosx — 1)sinz + - + -

On en déduit les solutions de sin 2z > sin x dans 'inter-
valle |—m; 7).

s=]m-3u 3] utn
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II Suites

149

79
1 ulO:uOJFlOT:FEtU20:U0+207’:?,

2) r=wuy —up=3doncus =uy+r=8etus =ug+5r=
17.
3) 5 = —10doncr = —2. Ainsi ug = 17 et u; = 15;

1 2
4) 3:u0+15retg:u0+807"d0ncr:§etu0:—7.

139 +(=T)

On a donc Sgy = 813f = 1593.

5) ug + pr =83 et ug = —7 donc pr = 90.
De plus, S,—1 = pM = 2691.

Ug + ug + (p— 1)7’ — 2691
5 .

Soit —7p 4+ 45p — 45 = 2691 < 38p = 2736 donc p = 72
5

etr = —.
4

Soit p

1) ’ t 7
UL = =, Uy = — etu —.
1= 30 U2 3% o7
1
2) ¢ = —.
)@ =7
Soit ¢ = 1 alors u; = 6etu *§ soit ¢ = ——, alors
01‘1*2, 1= 578’ q = %
u; = —6etus = 3
3
3) Onawu, = ug X ¢g° donc —48 = —3 X gP soit ¢P =
48 x 8
; — 128,
1—gPt! —765
D’autre part, on a S, = uoliilq soit 3 =
31— grt! 1-128
2279 etdone255 = — - e qui donne 127¢—
8 1—g¢q 1—gq

254 =0 soitq=2.0Onaenfinp = 7.

Onaupii = Up +7 S Uy = eVt =g xe" = (e") v,
+ +
donc (v,,) est géométrique de raison €”.

13 89 517
1) Up = 75 U2 = 55, U3 = 755-

2) Soit a un réel et (vy,) la suite définie par v,, = w,, + a pour
tout n entier naturel.
Un+1 = Up+1 + @
Upt+1 = 2u,+2+a
Unt1 = 2(up +a) — %a+2+a
Untl = §Un + %a+ 2
(vn,) est géométrique < %a +2=0%a = —-50n
a alors pour tout m entier naturel , Uptl = %Un donc
(vn,) est géométrique de raison 3/5 et de premier terme
Vo = Uug — 5=-4

3) D’aprésnles résultats sur les suites géométriques v,, =
()

4) Comme v,, = U, —Honau, = —4 (%)n + 5.

1¢¢— Terminale

3 n
5) Comme 0 < % <1l,ona lim (—) =0.
n—+oo \ H

Ainsi  lim wu, = 5.

n—-+oo
6) T, estlasomme des n+ 1 premiers termes d’une suite géo-
métrique. D’apreés les résultats du cours comme % # 1 on
ST — 4(17(%>n+1) — _4%x5(1 3\nt+1
ardn == ey T TR -3

Donc T,, = —10(1 — (%)nﬂ)

3 n
7) Comme lim (—) =0,ona lim 7T, = —10.
n—-+oo 5 n—-+oo

8) Comme u,, = v, + 5 pour tout entier naturel n, S,, =
Tn,+5(n+1)carilyan+ 1 termes.
Donc S, = —10 (1 - (%)nJrl) + 5(n 4+ 1). Comme
lim T,, = —10et lim 5(n + 1) = 400, donc par
n—-+o0o n—-+oo
somme lim S, = 400
n—-+oo

1) a) Pour tout entier naturel non nul n,

Up + 3Vn  Up + 20,
Wn+1 = Un41 — Up+1 = 4 - 3
Up — Un 1
w = = — Wy,
e 12 2"
1
Donc (wp,)n>1 est une suite géométrique de raison B
et de premier terme w; = v; —u; = —11.
1 n—1
Donc pour tout n > 1, w, = —11 (E) .

b) Comme

1
—‘<1ona lim w, =0.
12 n—+oo

2) Pour tout entier naturel non nul n,
Up + Uy, Uy + 20,

Tn4+1 = 8’Un+1 + 3Un+1 =8 4 + 3 =

3uy, + 8v, = x4y,
Donc (2, )n>1 est constante et 1 = 8 + 36 = 44.
3) Pourtoutn > 1,ona
Uy = —wp +4
= %

n— T, Wn 4
U 11w +

Vp —Up =Wy,
vy, +3u, = 44

On en déduit

1 n—1 1 n—1
un8<ﬁ) +4etvn3<ﬁ> + 4.

4) (un)n>1 et (vy)n>1 convergent vers 4.

1) Soit la propriété Z(n) : u, > 0.
Démontrons cette propriété par récurrence :
« initialisation : on a ug = 2 > 0 donc Z(0) est vraie.
« Hérédité : Soit n € N et supposons & (n) vraie.

Alors upy1 = u:_ 1> 0 car u,, > 0 d’aprés ’hypo-
u

thése de récurrence et up+1>1> 0dapreés laméme

hypothese.

P(n + 1) est donc vraie.
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Donc pour toutn € N, u,, > 0.

1
Puisque u,, > 0, v,, = — est défini puisqu’on calcule I'in-
U

verse d’un nombre non nul.
2 2
(') 2 Ul 3 3
2) Ona:u; = = Uy = ——— = = 3 =
) "Tugr1l 377w+l 241 3
2 2 2 2
5 5
Zug = =3 —Zetys ==
T I T I TrMTY
3 5 7 9
Alors:01:§;02:§;v3 5,1}4:5
3) Montrons que (vy,) est arithmétique :
1 Up + 1
pour toutn € N, v, 41 = =—-= =
Un+1 TZ—I Un
U 1 1
—+—=14+— =14v, =v,+1doncv,41 = v, +1.
Uy Up Up,
(vn,) est donc arithmétique, de raison 7 = 1.
4) a) Puisque (v, ) est arithmétique de raison r = 1,
1 1 1
Vp =09+ 1xnavecvyy=— =-=douv, ==+n
Uug 2 2
_2n+1
-
1 1
b) v, = — < u, = — donc, pour tout n € N:
un n
2
u. =
" oan+41

On peut vérifier que 'on retrouve bien les premiers termes
calculés a la premiére question.

67

11
1) U1:3,U2:7,u3:%

2) On obtient le graphique :

On peut conjecturer que la suite converge vers 2.

3) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n,
Uy = 0.
Initialisation : ug = 1
Hérédité : Soit £ € N, on suppose que u; > 0 (HR)
Onaup+8>0et2ur+1>0
Donc ug11 = 21&-:81 >0
On a montré par récurrence que pour tout n € N, u,, > 0.

4) Soit la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n, par

v _ o Unt1—2 _ un+8—2(Q2un+1) 2up+1
ntl = w2 T 2u, 41 Un+8+2(2un+1)

Up+8+4u,+2
v _ —=3un+6 __ 73(’“’7172) — 7§'U
n+l = By, +10 ~ 5(un+2) 5"

1¢¢— Terminale 18

5)
6)

7)

8)

Donc (vy,) est une suite géométrique de raison —% et de

premier terme vy = 12 = —1

142 3
On a pour toutn € N, v,, = 7% (f%)"
n—1
vo # 1 et pour tout n > 0, v, = % Comme 3 et 5

sont premiers entre eux cette fraction est irréductible donc
vp, # 1. Ainsi pour tout n € N, v, —1 # 0. On peut
également remarquer que |v,| < % < 1 ce qui permet de
conclure également.

Pour tout n € N, v, = 2222 & (u,, +2)v, = Uy — 2

Up~+2
et u, # —2 (toujours vrai car u,, > 0) & uyv, + 2v, =

Uy — 2

E UpUp — Up = —2U, — 2

S up (vy, — 1) = =2 (v, + 1)

@un:%carvnfl#o
2(=3\"_

On a donc u,, = 3(") 2

SN

-3

. -3 . O\ _ , .

1 < % < ldonc ngr}rloo ( 3 ) 0. On en déduit que
lim u, = 2.

n—-+o0o

On considére la suite de nombres réels (u,,) définie sur N par :

Uo

1)

2)

1
=—1, u = 3 et, pour toutn € N, w490 = upy1 — Zun
1 1 1 3
D’aprés la définition, us = u; — —ug = = + - = —.
P e P R
e Si la suite était géométrique, d’apres les deux premiers
. . LUl 3 1
termes la raison serait égalea — = = = ——;
Uug -1 2
1 -1
or,u X [ —= | = — # us.
1 ( 9 4 # U2
e Si la suite était arithmétique, d’aprés les deux premiers
1 3
termes la raison serait égale & u1 — ug = 5 (-1) = 3

3 4
0r,u1+§:§:27éu2.

Conclusion : la suite (u,,) n’est ni arithmétique ni géomé-
trique.

Pourn € N, v, = upy1 — §un

a) v =u; — Jup =
b) Pour toutn € N,

1_1 —
Lolx(-n=1
1 1 1
Un+1 = Unt2 — 5Un+1 = (Un+1 - Zun) — 3Unt+1 =
1 1, _ 1 1 _1
FUnt1 = §Un = 3 (Unp1 = 3un) = 00
1 L .
c) Pourtoutn € N, v, = JUn signifie que la suite (v;,)
est une suite géométrique de premier terme vy = 1 et
de raison ¢ = 5
d) Par conséquent, on a

N _ n_ (1 " 1
pour toutn € N, v, =vg X ¢" = 5 = on
Un,
3) Pourtoutn e N: w, = —.
Up,
U, -1
a) wp = — = — =—1.
Vo 1
b) Pour toutn € N,ona:
Un+1 Un + %un 2(Un + %un)
Wn+1 = 1 = =
Un-‘,—l Q’U’n, Un
20, +u U
Sn T Un _ o 4 Un
Un Un
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Up, ,
— = wy, donc I'éga-
Un

lité ci-dessus s’écrit : w11 = 2 + Wy,

c) Par définition, pour tout n € N,

d) Pour tout n € Njw,y1 = 2 + w, signifie que la
suite (w,, ) est une suite arithmétique de premier terme
wy = —1 et de raison r = 2.

Par conséquent ,

pour toutn € N,w, =wo+n xr=—-1+2n.
4) Pour tout n € N, on a trouvé que wy, = 2n — 1.
U U
D’autre part, w,, = =2 = Tn = 2™ X Uy,
Un 5
" . 2n —1 n
Donc 2n — 1 = 2™ X u,, soit u,, = o (car 2™ # 0

quel que soit n € N).
5) Démontrons par récurrence que pour tout n € N:

2n+3
S, =2 — on
o [Initialisation : Sg = ug = —let2 — 22# =2 % =

2-3=-1
La formule est vraie au rang n = 0.
e Hérédité : Soit k € N, on suppose que

k
k—|—3
Sk:ZUi:UO+U1+"'+Uk:2 (HR).
i=0
Alors, Sky1 = Sk + Ukt
2%+3\ 20k+1)—1
(2— ok s (HR)
—2(2k+3)+2k+1
2+ e
—2k -5
=2+ ok+1
2k +5
=2 k1
T +1)+3
=2- ok+1

La formule est héréditaire.
e Conclusion : On a donc démontré par récurrence que

2n+3
pour toutn € N: S5, =2 — T;:
2 3 3
6) « Montrons que pour toutn € N, 2 — n2;|— <2- on-
2 3 3

Pourtoutn € N, 2n+3 > 3,d’ou nQ:: > - etpar

n+3 3 2n+3 3

ite — < ——. Enfin, 2 — <2——.

suite om 5 - Enfin om om

« Montrons que
5) 9 2n+3

toutn e N, 2-— <
pour tout n 5 om
Or, pour tout n € N,
) 2n+3 ) 2n+3
2 — <2-— — — < -
1,57 AL 1,57 AL
5 >2n+3
1,5n = 2n
on . 2n+3
1,5 7 5
AN™ _ 2n+3
<~ | = >
(5) =5
Démontrons par récurrence que
A\N" _ 2n+3
toutn e N: [ = > .
pour tout n <3> 3
— Initialisation : (%)0 = 1let %ﬂ = %; orl > %

3 3
L’inégalité est vraie au rang n = 0 (et au rang n = 1).
— Hérédité : Soit k € N, k > 2, on suppose que

1
((3)' =det2p2 —150rd>1).
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k
4 2k +3
(5) > 23wy
4 k+1 4 4 k
Al = = =
ors (3) 3 X (3)
4 2k%3
= g X 5+ (HR)
S k+12 . 6k + 15 cark > 2)
. 15 15
4 2k+5 2(k+1)+3
3 - 5 5

L’inégalité est héréditaire.
— Conclusion : On a donc démontré par récurrence
que pour toutn € N,

é >2n+311e27 5 < 72n+3'
3 5 1,57 2n
e Comme 1,5 > 1 alors hm 1,5" = +oo d’ou
n~> oo
5
lim 2— = 2.
n——+o0 1,5"
e Comme?2 > lalors lim 2" = 400
n—-+o0o
s o1 3
dou lim 2— — =2.
n—-+oo on

Alors, d’apres le théoréme d’encadrement, lim S, =2
n—-+o0o

1) Upt1 — Uy = U% 0 : la suite est donc croissante.

2) a) h( ) = 2% + x; h est dérivable et h'(z) = 2z + 1.

ur | —oo; =4[, W/(x) < 0 = h est décroissante;
Sur |—1; +oo[ h'(x) > 0 = h est croissante.
( ) = 0. La fonction admet en ce point un extre-
mum qui est un minimum A (—%) = i - % = 7%'
Sur }71; f%[ la fonction décroit de 0 a 7% et sur

] —%; 0 [, la fonction croit de —i a0.

Conclusion :

1
siz €] — 1;0], alors —1 < ~2 < h(z) <O.

b) Par récurrence :
o Initialisation —1 < a = ugp < 0.
« Hérédité : supposons que pour l'entier naturel k,
-1 <ug <O0.
D’aprés la question précédente :
siug € |]—1; 0], alorsugi1 = h (uy) appartient elle
aussi a cet intervalle
Conclusion : on a montré par récurrence que pour tout
naturel n, —1 < u, < 0.
3) La suite u est croissante et majorée par O : elle est donc
convergente et sa limite £ est telle que £ < 0.
Or la fonction h, dérivable est continue : la relation u,, 41 =
u2 + u,, donne 2 la limite

(=040 < ?=0 < (=0.

Conclusion: lim wu, =0.
n—-+oo
1) a) u,=vn+1—+n

_Wnt1-Va] [Vnt+1+ val
YRRERCS
_ (n+1)=-n
\/ﬁ+\/n+1 \/E+\/n+1’
car (a — b)(a +b) = a® — b2
Pour tout n, n < n+ 1 donc v/n < v/n + 1 (croissance

Lycée Henri-IV



de la fonction x — /).

On en déduit :
Vityvn<yn+vn+1<yn+1++vn+1,cest-
a-dire 2\/n < \/n++vn+1<2y/n+1.

En appliquant la fonction inverse qui est décroissante
sur |0; +00[, on en déduit :

1 1
— < U, < ——=
antl "2/
b) i 1 Oet i L 0, d
im [——=———= ) =0et lim |[—=) =0, donc,
n—+oo \ 24/ + 1 n—-+oo 2\/_

n
d’aprés le théoréme des gendarmes, lim wu, = 0.
n—-+o0o

Pour tout n, w1 + u4 - - - + up,

= V2 VI + [VE- V3] + -
+[vn—vn=1]+[Vn+1-n]
simplification.

On en déduit que, pour tout n > 0,

o — vn+1-—1

=+vn+1-1,apres

o n+1 1 n+1 1
nauv, = — = —
Jno Jn n vn
1 n(1+4+ L
nt ( ") = 1+ — donc
n n
1 1
lim nt =1lcar lim <1+ —> =1.
n—-+oo n n—-+oo n

lim <L> =0.
n—-+oo

On en déduit : lim,, , 4 oo v, =1

3

1) d; =250
2) Pour toutn € N,

835

a; = 445 >

dg =225 (IQ)

Cpn+1 = dnJrl — 200

1
—d, + 100 — 200

2
1
= —d, — 100
2
— L, —200)
=3 (dn
1
= —Cp
2

On en déduit que (c;,) est une suite géométrique de raison
L

3 -

3) Pourtoutn € N,ona:

1\" \"
cn = 100 x (5) et d,, = 100 x (5) + 200.

Démontrons par récurrence que la propostion P, :

\" n\"
«ay = 100n <§> + 110 (5) + 340 » est vraie pour

toutn € N.
« Initialisation : pourn = 0:

1\° 1\°
100 x 0 <5> + 110 (5) + 340 = 450 = ag donc

Py est vraie.

YCEE'

1¢¢— Terminale

20

« Supposons qu’il existe un entier naturel n pour lequel
Py, est vraie.
On a alors :

1 1
Ap+1 = idn + 5&n + 70

1 (100 X (1)” + 200) +
2 2
E <100n X (1)" + 110 <l>n + 340) + 70
2 2 2
1 n+1 1 n+1
=100 (5) + 100 4 100n (5) +

1 n+1
110 (5) + 170+ 70

1 n+1 1 n+1
100<§> (n+1)+110<§> + 340

On en déduit que P41 est vraie.

« On conclut par le principe de récurrence.

4) a) Pourtoutn € Navecn > 3,ona

2n? - (2+1)2 =20 —n*-2n-1
=n?—2n—1

=(n—1)*-2

Maisn > 3doncn —1 > 2et (n — 1)2 > 4, donc
(n+1)%2 —2 > 2 > 0 ce qui permet de conclure.
b) Démontrons par récurrence sur n > 4 la proposition
Qn:«2" = n?».
« Initialisation : pour n = 4, on a 24 = 16et42 =16
donc Q4 est vraie.
« Hérédité : On suppose que Q,, est vraie, pour un en-
tier n > 4.
On a donc 2™ > n? ce qui entraine, en multipliant
par 2, que 2" > 2n2,
Mais, puisque n > 4, on an > 3 donc, d’apreés
la question précédente, 2n? > (n + 1)2. On peut
combiner les inégalités de méme sens et donc on a
27l > (n +1)% et Q41 est vraie.
« Conclusion:...
c) Soit n € N tel que n > 4. D’aprés la question précé-
dente, on a 2" > n? > 0 dong, en passant a 'inverse,
n
0< (%) < % En multiplaint par 1007 qui est po-
n
sitif, on a bien 0 < 100n (%) < @

n

100
5) Comme d’autre part lim —— = 0, on en déduit par en-

n—+oco N

1 n
cadrement que lim 100n (2) =0.

n—-+oo

De plus nBIJIrloo 110 <§) = 0 (suite géométrique de rai-

son %)

Par somme, la suite (an) est convergente, de limite
lim a, = 340.

n—-+o0o
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IIT Probabilités

Notons :
o A :l’événement : « la prothése vient du fabricant A »

« B:l'événement : « la prothése vient du fabricant B »

« C:I’événement : « la prothése vient du fabricant C »

o D:l’événement : « la prothése est défectueuse »

1 3 1 3\ 11

PA :—PB :—]P) :1— — J— —_

Ona:P(4) = 3:P(B) = 15:P(O) (3+10) 30

P4(D) = 0,3% = 0,003; P5(D) = 0,6 % = 0,006 et
Pe(D) = 0,5 % = 0,005

On peut traduire la situation par un arbre pondéré.

0,003

D

A

Sl

0,995 D

(A,B,C) forme un systétme complet d’événements donc
d’apreés la formule des probabilités totales, on a :
P(D)

1 3 11
= 0,003 x = +0,006 x — + 0,005 x —

0,139 7 139 10 30
30 30000
1 90 9
1) Ona:P(M) = — :Py(T) = — = =
) Ona:P(M) = 55 Pu(T) = 156 = 155

5 1
P37(T) = 100 = 20

Représentons la situation par un arbre pondéré

T

N

T
9 1 9
2) a) P(MNT)=Py(T) xP(M) = 10 X 100 = T000°
1 99 99

POINT) = Fy(T) P (M) = 36> 155 = Zooo

b) Calculons P(T").
(M, M) forme un systéme complet d’événements donc
d’apres la formule des probabilités totales :

1¢¢— Terminale

=PA(D) x P(A) + Pp(D) x P(B) 4+ Po(D) x P(C)

— 9

P(T) = Py (T) x P(M) +P37(T) x P (M) = 1006
99 117

2000 2000

3) La probabilité qu'une personne soit réellement atteinte par
cette maladie sachant que son test est positif est Pr (M) =
PIMNT) 15 18 2

P(T) AT 117 13

4) Laprobabilité qu’une personne ne soit pas atteinte par cette
maladie sachant que son test es; posiiilf est:
IP’T(M):lf]P’T(M):lfl—3 =13

5) La probabilité qu’une personne soit atteinte par cette ma-
ladie sachant que son test est négatif est :

P(MNT) Py (T)xPM) 155
]P)f M == — = = =
TQ( ) P (T) 1—P(T) 1883
1883
2

1) On abien sir P (D;) = =
2) Sila clef numéro 1 n’a pas ouvert la porte il reste une clef
défectueuse sur les quatre encore a essayer, donc

aw
|
ISE~

S

1
PDl (DQ) - Z
2 1 1
Ona]P’(DlﬂDg) :P(Dl) X]P)Dl (Dg) = g X Z = E
3)
0/D3
1 D
4 2\_
/ 1 Dy
D1 N .
3
2 é\_/ ’
5 4 2\
2 ~Ds
3
1
3/D3
2
I DQ\
2
3
2
3/
l\
3

En suivant la septiéme branche (a partir du haut), on ob-
tient :

Ao _3,2,2_2
P(DlﬂDgﬂDz;)—gXZXg—E_s
4) a) En suivant la troisiéme branche
P(2;4) =P(DiNDyND3NDyNDs) =2 x 2 x
2 1 3X2x2x1 __ 1_10 — 071

3 X 37 Fxdx3x2

b) Si les clefs qui n’ouvrent pas sont les deux derniéres,
c’est que les trois premiéres ouvrent, donc :

P(4;5)=P(DiNDy;NDs) =2 x2x

Partie A

W=
—
)
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1

1) ]P)(Gl) = 5 ]P)(Pl) = 5

Pg, (G2) = 0,6 car si elle gagne une partie, la probabilité
pour qu’elle gagne la suivante est 0,6.

|~

Pp, (G2) = 0,3 car si elle perd une partie, la probabilité
qu’elle perde la suivante est 0,7.
(G1, Py) forme un systéme complet d’événements donc
d’apres la formule des probabilités totales
P(G2) =P(G2NG1) +P(GaN Py)
P(G2) = Pg, (G2) x P(G1) +Pp, (G2) x P(P1) = 0,6 X
0,540,3x0,5=0,45.
2) P(P)=1-P(G3) =0,55.
Partie B
Pour n € N*, on pose z, = P(G,,) et y, = P(F,,)
1) Pg, (Pry1) =1-Pg, (Gry1) =1-0,6=0,4
Pp, (Gpt1)=1—Pp, (Prt1)=1-0,7=10,3
2) (Gn, P,) forme un systéme complet d’événements donc
d’apres la formule des probabilités totales
P(Gni1) =P(Gn N Gryr) +P(P N Gryr)
=Pg, (Gny1) X P(Gn) + Pp, (Gnt1) x P(Fy)
= 0,6 x P(G,) + 0,3 x P(P,)
0,62, + 0, 3yn.
(Gp, P,) forme un systéme complet d’événements donc
d’apres la formule des probabilités totales
P(Pyy1) =P(P, N Poy1) + P(Gr N Pry1)
=Pp, (Pot1) x P(Po) + Pa, (Pos1) x P(Gr)

dout xTpy1 =

= 0,7 x P(P,) + 0,4 x P(G,) dou ypy1 =
0,4z, + 0,7y,
et on obtient le systéme demandé.
3) On pose pour n € N* v, = z, +y, et w, =

4z, — 3yn
a) Uny1 = Tpg1 + Ynt1 = 0,6z, + 0,3y, + 0,4z, +
0,7yp = Tn, + Yn = Uy,
deplus vy =P(P) +P(G1) =1
donc (v,,) est une suite constante de terme général 1.
b) Wnt1 = 42py1 — 3Yn41 = 2,42z, + 1,2y, — 1,22, —
2,1y, = 1,22, — 0,9y, = 0,3(4x,, — 3y,) = 0, 3w,
w1 = 4P(G1) - 3]P(P1) = 0, 5
donc (w,, ) est une suite géométrique de raison 0,3 et de
premier terme wq = 0, 5.
On a alors pour tout n € N*, w,, = 0,5 x (0,3)""L.
Ty +Yn =1

4) a) Onaalorspourn € N ,{ 4zt — By = 0,5 x (0,3)"1

1
dou 7z, =0,5x (0,3)" 1 +3 et x,==(0,5x

7
(0,3)"~1 +3).
b) -1 < 0,3 < 1, dou lim 0,3""'=0, don
n—-+o0o
lim §
n—-+oo Tn = 7

Donc (z,,) est convergente et converge vers -

IV Fonctions

Le sens de variation d’une fonction est donné par le signe de
sa fonction dérivée.

1) f(z)=2%— %:pQ + 18z — 5.
f est un polynéme du troisieme degré, donc dérivable sur
R, avec pour tout réel x, f'(x) = 322 — 15z + 18 =
3 (2? — 5z +6).
f/ est un trindme du second degré de discriminant réduit
A= (-5)2—-4x1x6=1>0et qui admet donc deux

—(=5) = V1 1
racines réelles 1 = %\/_ =2etxy = i = 3.
T |—o0 2 3 +00
() + 0 - 0 +
3
2) () =20+
1
f=u+ 3v,avec u(z) = 2z donc v/(z) = 2, etv(z) = —
x
1
donc v'(x) = ——5, et alors f' =+ 30, soit, pour tout
T
1 222 — 3
réel z nonnul, f'(z) =2 — 3§ = zT
1¢¢— Terminale 22

Le numérateur est du second degré et admet comme racines

3 3 3
2 2— = 2:— :—\/j :\/j
°—=3=0 <= =z 5 <= <ac 2oux 5

et alors

22 -3

]
|
|
ol—| o
NI
o
ol—| o &‘
ol

['(x)

s / NN /

3) f(z) = 2;;53

f= 4 avecu(z) = 2z —3donc v/ (x) = 2,etv(z) = x+5
v

u'v — uv'

donc v'(x) = 1, et alors f' = —————, soit f'(z) =
v
2c+5)—(20—3)1 13
(z+5) ~ (z+5)?

Comme, pour tout réel z, (z + 5)2 > 0, et (z + 5)? =
0 < x = —5,0n a, pour tout réel x # —5, f/'(x) > 0,
et donc f est strictement croissante sur | — co; —5[ et sur
] — 5; +00] (et n’est pas définie pour x = 5).
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f= 2 avec u(z) = =2z + 3 donc v/ (x) = —2, et v(x) =
v
)
—2x 4+ 4 donc v'(z) = —2, et alors f/ = uv 2uv , soit
v
) = —2(—2x+4) — (22 +3)(-2) -2
N (—2x + 4)2 (22 +4)2

Comme, pour tout réel z, (—2x+4)? > 0, et (—22+4)? =
0 < =z = 2,o0na, pour tout réel z # 2, f'(x) < 0,
et donc f est strictement décroissante sur | — co; 2] et sur
]2; +00] (et n’est pas définie pour x = 2).

3z* —352% — 3 4a3\/x — 2/3x + 3
fix) = % f3lw) == fQﬁ*/_“’“+
f4(x) ::c5 (7:0 + 15) filx) = 1(3z —2)
fi(x) = 2avE fi(e) = 5o/ (Te +15)

’ ’ 2 (‘rg — 1)
7(x) =2z fy(@) = ———
@)= 1 Fle) = —
o\T (x+12) 10\% *(z2+3)2
, —x°+3 , - 1
fli(x) (=137 fla(x) = @132
/ __‘T($3+3$_2) / _ (.T—l)(.%‘—i—l)
fis(x) (@B +1) fla(z) = 372\/_(302 +3)
, _ 4z x — 27z —
15(z) = (f;_+ 1)2 fls(@) = 7x3 Bz +1)
, 5vx(x + 6) , 1
fiz(z) = W fig(x) = 3 2
1 —x° —6x 42
flo(@) = z— foo(@) = @12
for () = de faa(@) = *251211 (22 +3)
-7 14z +5
Phalw) =3eos (2o +3)  foyle) = ——— 2
el? 4 3e37 4 27e% (2 — 2) + 47
fos(x) =
2a* (ezﬁll 6 +1
/ _ 320 oY T X z
fag(a) = (ot — 3z + 1)2
1) ; en factorisant par x — 1.
2) 9 en factorisant par = + 3.
3) ;1 en factorisant par x — 2.
4) 1in£1+ fa(z) = —o0 et 1111{17 fa(z) = +o0.
5) En factorisant par x — m on trouve f5(x) = gz J_r Z pour

3
x # m. Lalimite est donc de 3 lorsque m = 0 et de 4 sinon.
6) Par forme conjuguée puis factorisation par z — 3, la limite
estde —-.
3

7) Par forme conjuguée puis factorisation par = — 4, la limite
est de 1.

8) Iln’y a pas de limite en 0, la fonction n’étant pas définie sur

]-1;1].
3—-2z 3
9) fo(z) = \/5_+7|z||| donc iiil%fg(x) = g

1) 0~
2) +oo car le numérateur est réel positif alors que le dénomi-
nateur tend vers 0 (par valeurs positives)

1¢¢— Terminale

1
3) —
) 17

1 s
4) 5 car la fraction rationnelle tend vers 3

5) pas de limite

1) fraction rationnelle. lim fi(z) =
Tr—r+0o0 xT

lim 2x = +oo et
—+0o0

lim fi(x) = —oco. Pas d’asymptote horizontale.
Tr—r—00
2) fraction rationnelle. lim fo(z) = i 202 _ 1
raction rationnelle. lim fo(z) = lim —— = =.
asymptote horizontale y = -
. . . .o -1 _
3) fraction rationnelle. zgrfoo fa(x) = zBIJIrloo pe 0
lim f3(z) = 0T. asymptote horizontale y = 0.
T——00
1
4) Ona fu(x) = |x|4/2+ = T
En +00, || = 2 donc HIJP fa(x) = +o0.
Tr—+00
En —o0, |z| = —x donc lim fs(x) = +o0.
Tr——00
5) lim fo(@) = lim 2% donc lim f(x) — 5 et
Jm o) = Jm g done lm fof) = 5 c
lim fs(x) = —5. 1l y a deux asymptotes horizontales :
——00
y=—Hety =>.
-1
6) En +o0, on factorise par 3 et hrf fo(x) = —
1
En —oo, on a directement lim  fg(z) = 3
T—r—00
) 1 -1
Deux asymptotes horizontales y = 3 ety = DR

7) fr(x) = |x|1/1+% — .

En +oo, |z| = z et zgr—ir-loo fz(z) =0.

—oet lim_fi(r) =

y = 0 est la seule asymptote horizontale.

322 — 2z —4
—6x +4

pam fa(z) =

+00. Pas d’asymptote horizontale.

En —c0, |z] = +00 par produit.

8) Sim = 2, on simplifie fg(x) = qui est une

fraction rationnelle dont les limites sont

—ocoet lim fg(z) =
r—r—00

Sinon, les numérateur et dénominateur de fg sont de méme

3
-2

degré, et IEIEOO fs(x) = Y= est asymptote

horizontale.

1) Lorsque x — 0, le numérateur est négatif et fini, le dé-
nominateur tend vers 0 par valeurs positive. Par quotient :
HmO fi(x) = —oo etl’axe des ordonnées est asymptote ver-
T—r

ticale a la courbe.

2) Lorsque x — 2, le numérateur est positif et fini, le dénomi-
nateur tend vers 0 et il est du signe de (z —2). Par quotient :
hréli fa(x) = £o0 et la droite x = 2 est asymptote verti-
zﬁe a la courbe.
3) On a lim 2exp (dfracz3) = 2 et lim 1 — e” = 0. Or on
z—0 z—0
sait que la fonction exp est strictement croissante sur R
avec €? = 1 donc le dénominateur est du signe opposé a
celui de z.
Par conséquent li%li f3(x) = Foo et 'axe des ordonnées
x

est asymptote verticale a la courbe.
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4) Par forme conjuguée, on a fy(x) = dont la

1
Vi+1+2

1
limite est 1 lorsque x — 3. Pas d’asymptote verticale.

5) Par forme conjuguée, on a f5(z) = —2 — v/e* + 3 donc

lim f5(z) = —4. Pas d’asymptote verticale.
z—0
6) On a lim 22 — 1 = 0F donc lim - =
z——1F z——1%= 22 — 1
Foo et, par composition, lim fg(z) = Hoo et
r——1—
lim fe(x) = 0", La droite # = —1 est asymptote ver-
rz——1t
ticale a la courbe.
|f0ncti0n|f+g|h—f|f.g |fh |g+h|
en —oo +0o0 FI FI +00 +00
en +00 0 —00 0 FI —00
. 1 r7]rh +9 [ty
fonction | = = - | = | —
g | h | g h f
en—oo | FI | FI | FI FI FI
en+oo | FI 0 FI 0 FI

1) On s’interroge sur I’ensemble de définition de f. Celle-ci
est définie partout ou sont dénominateur est non nul.
Soit g ce dénominateur, donc la fonction définie sur R par
g(x) =e* — .
g est une fonction dérivable sur R comme somme de fonc-
tions dérivables sur cet intervalle. De plus, pour tout réel z,
onag'(z) =e" —1.
Connaissant la stricte croissance de la fonction exp et le fait
que exp(0) = 1, on a immédiatement le tableau de varia-
tion suivant pour g :

—00 0 +00
g'(z) - 0 +
g \ /
1

La fonction g admet donc un minimum de 1 en x = 0, elle
est par conséquent strictement positive sur R et f est belle
et bien définie sur R.
2) Ona lim e* =0et lim e* — 2 = +o00 donc par quo-
T——00 T——00
tient lim f(z) = 0".1ly a une asymptote horizontale
T——00
d’équation y = 0 en —o0.
D’autre part, lorsque r — 400,
X

1
ona f(x) = ¢ = 7 Or lim )
er(1-2) 1-=
e e

r—+oo et
(par croissances comparées) et donc lim f(z) =1.1lya
Tr—r+o0

une asymptote horizontale d’équation y = 1 en +oc.

3) f est dérivable sur R (quotient de fonctions dérivables sur
R dont le dénominateur ne s’annule pas). On calcule alors,

— 24 1)e®
Ve eR: f'(z) = %.On pour tout réel z, e* > 0
et —x

et (e* —x)? > 0.La dérivée f’ est donc dusigne de (1 —x):

1¢¢— Terminale 24

r |—oo 1 +00
f'(z) + 0 -
eil
N
0 1

1) Soit le point A’(1,0). Comme le repére est orthonormal les
droites (AA’) et (Oy) sont toutes les deux perpendiculaires
a (Ox). Elles sont donc paralléles.
De plus, z > 1 donc M # A’
Dans le triangle M NO, d’apres le théoréme de Thales :

MA  AA D z—1 1 dol T
- .ponc = — ou = .
MO ~ ON T Un YN =T
2
2) Aire du triangle OM N : a1 (;L 0
2
3) La f fonction définie sur |1;+oo] par f(z) = ﬁ
7 _

est dérivable sur ]1;+o0] en tant que fraction rationnelle
définie sur ]1; +o0].

1 Qox(@—1)—2?) _ 2?22 _ az(z—2)
fi(z) = 3 X X(g,-—1)2 T 2(x-1)2 T 2(z—1)2
Pour toutz > 1,onax > O et (x — 1) > 0 donc f/(x) est

du signe de x — 2.

f'(x) - 0 +

+00 —+00
NS
2

Pourtoutz > l,onaxz —1 > 0donc lim f(z) =400

) ) z—1t
x x x
fl@) = g = — = .
1) 20— 2(1-3)
lim 2 =0donc lim f(z)=+o0
T—+00

r——+00

4) La fonction f admet un minimum de 2 en £ = 2. On en
déduit que la position du point M telle que laire du tri-
angle M N O soit minimale correspond a = 2. On a alors
M(2;0).

1) Dy =R\ {—-4}.
2) On dérive. Vo € Dy,ona:

flz) = (4z +5)(z+4) — (222 + 5z —11) x 1
(x +4)°
42?4162 + 5z + 20 — 222 — 5x + 11
- (z+4)
_ 222 + 16z + 31
o (z+4)2

3) La dérivée f’ est du signe de son numérateur, qui est
un polynéme du second degré. Son discriminant est
A =162 —-4x2x31 =8 > 0:il y a deux racines

réelles.
—16—2v2  —8—+2 _ —8+V2
4 o 2 o 2

Cesontzy = etxo
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Du fait du coefficient dominant, ce numérateur est positif
en dehors de I'intervalle des racines. On en déduit le ta-
bleau de variations suivant :

r | —o0 T —4 T2 +o00
f'(x) + 0 - - 0 +
+00

Lorsque x tend vers —4, le numérateur tend vers une valeur
finie (1) et le dénominateur vers zéro. Les limites du quo-
tient f sont donc infinies, et le signe de la dérivée permet
de conclure.

Par division polynomiale (ou par réduction et identifica-
tion), ou prouve que f(z) = 2z —3+ L Or la limite du
x

dénominateur z+4 est infinie lorsque © — +00. Par consé-
quent, et par différence, on a 1i1£ f(x)—(2z-3)=0.
T—>1T 00

Cela signifie que la courbe C¢ admet au voisinage de I'infini
la droite y = 22 — 3 comme asymptote oblique.
Les limites de z — 2z — 3 étant évidentes, on en déduit

celles de f:

1)
2)

3)

4)

5)

6)
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Dy = [0; 4+-00].

Dérivabilité en 0 :
fO+R)—f(0) _ znva
h -~ h
Donc lim w =0
h—0 h
Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

Equation de la tangente au point d’abscisse 0 :

Vh

wWin

y = f'(0)(z = 0)+ £(0)

Donc la tangente est ’axe des abscisses d’équation : y = 0.

La fonction f est dérivable sur ]0; +00[ en tant que produit
de fonctions dérivables sur ]0; +o0].
De plus, f est dérivable en 0 donc f est dérivable sur D f.
Pour z €]0; 00| on a,

2(2z+x) 6z

— 2 z —
Donc f'(x) = / pour x €]0; +0o[ et comme /0 = 0 =
f/(0).Ona f'(x) = \/x pour tout x de Dy.

On dit que f est une primitive de la fonction racine carrée.

Pour tout = de Dy, f/(x) > 0 Tableau de variations de f :

lim
r— 400

\/x = +0o0 donc le}riloof(x) = 400

Voir graphique. La tangente en 0 est 'axe (Ox).
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1) Siz = 28 et y = 31 la partie disponible pour I'impression
a pour largeur x — 4 = 28 — 4 = 24 et pour longueur
y—6=31—-06=25.

Donc sa surface est s = 24 x 25 = 600 cm?.

2) Soit s I'aire de la partie imprimable. Ona: s = (z — 4)(y —
6) =ay—6x —4dy+24=y(x —4) —6x+24
De plus, on doit avoir x > 4 et y > 6. Comme on veut
s = 600, on a la relation :
y(x —4) — 6z + 24 =600 < y(z — 4) = 600 + 62 — 24.
Donc y = % qui est bien définie pour z > 4.
On en déduit que S(z) = xy = 6“”2;# pour z > 4.
Etude de la fonction :
S est dérivable pour tout x > 4 en tant que fraction ration-
nelle.
— — "1/‘2— X
On a S/ (ZE) (12Z+576)Ezii;2 6 576, —
(122245762 —482—2304—62> —5761)
(—1)2 -
127 T — 6(x“—8xr—384
Donc S'(z) = & (;134)22304 _ 8 —r )
Soit p(z) = x? — 8z — 384
A = 64 4+ 1536 = 1600, on a A > 0 donc p admet deux
racines dans R :
T = 8;;1() = —16 et 9 = 8+T40 = 24. On en déduit
la factorisation de p(xz) = (z + 16)(x — 24). On a donc
1(p) = 8zt16)(z—24)
S'z) = ==
Pourz > 4,onaz —4 > 0et (z —4)? > 0.
Pour z > 4,onaz+ 16 > 0 donc le signe de S’ (x) dépend
de celui de x — 24.
T | 4 24 ~+00
Sef - 0 +
00
5 \ /
864
Donc S admet un minimum de 864 pour z = 24. Il s’agit
de la surface minimale de la page ayant une surface im-
primable de 600 cm?. Elle correspond & = 24 cm et
y = 36 cm. La consommation de papier est alors minimale.
Lycée Henri-IV



1) gof(0)=9g(2)=0;g0f(3)=9g(1)=

fog(0)=f(1)=3etfog(2)=f(0)=

2) « f estcroissante sur I; = [ 1; 0] et g est décroissante

sur J; = [—1; 2] avec f([1) C Jy donc g o f est dé-
croissante sur [7.

« f est croissante sur Iy = [0; 1] et g est croissante sur
Ja = [2; 4] avec f(I3) C Jo donc g o f est croissante
sur Is.

- [ estdécroissante sur Is = [1; 2] et g est croissante sur
Ja avec f(I3) C Ja donc g o f est décroissante sur I3.

« f est décroissante sur Iy = [2; 3] et g est décroissante
sur Jy avec f(I4) C Jy donc go f est croissante sur Iy.

« festcroissante sur [5 = [3; 4] et g est décroissante sur
J1 avec f(I5) C Ji donc g o f est décroissante sur Is.

1) a) f, est dérivable comme quotient de fonctions déri-
vables dont le dénominateur ne s’annule pas sur RT.

YV € [0; +o0],
() — nz" t1+z)" —n(1+2) (1 +z)" !
he) U+ o)
(14 x)n! [nz" '(1+2) —n(1+a2m)]
B (14 z)%
(14 z)n! (nz"=! —n)
B (14 )2
~n(l4x)! (zmt—1)
(14 )2

b) f/(x) est du signe de "~ — 1; or, la fonction z +
™1 est croissante sur [0; +-00[ et vaut 1 pour z = 1.
Donc 2"~ ' —1 < Opourx < letx" ' —1 > 0 pour
x> 1 5 )
fol) =55 = 5o3
On en déduit le tableau de variation :

z |0 1

n@ - 0+

fn \ /
1
Qn—l

2) a) D’apres les variations de f,, ona:

1 1+ ™ 1
x 20, fo(z) = 27lil,donc Aty = o1

On en déduit : (1 + )" < 2771 (1 + 2").
b) Siz = 0,sachantquen—1 >

400

1, l'inégalité est évidente.
Supposons x > 0 et posons A = y.

x
D’aprés la question précédente, on a : (1 + A)" <

971 (1 4+ A™) d’ot
(1+y) < on-1 (1+ y—).
x xn

n n n
$+y> < ol (L ty > do
x x™

(x 4+ y)™ < 2771 (2™ + y™), en multipliant de chaque
coté par z" > 0.

1) a) DM =xdonc MC =1 —z;de méme,CN =1—y

On en déduit : <

1¢¢— Terminale

MCN est un triangle rectangle,

MN?=(1—-2)2+(1—-y)?=a?>+y?>—20—-2y+2.
b) MN = MT +TN (car M, T et N sont alignés dans cet
ordre).

ADM est rectangle, donc d’apreés le théoréme de Py-
thagore, AM? = AD? + DM? =1 + 22
De méme, AMT est rectangle (propriété de la tan-
gente), donc AM? = AT? + MT?2 =1+ MT?
(car AD = AT =1)dou MT = x.
On montre de méme que N7 = NB = y.

c) D’aprés ce qui précéde, on a:
(r4+y)?=a®+y?>—22 -2y +2
& 2?2 + 22y + 92 = 22 + 9% — 22 — 2y + 2 donc
2y = 1 — x — y qui donne y(1 + ) = 1 — = donc

1—2z
y_lJr:E
1—2x
Alors : MN = x +y = =z + =
1+
r(l+z)+1—-2 22+1
1+z o+
e St
2) f estlafonction définie sur |0; 1] par f(z) = 1
x
a)
f est dérivable sur ]0; 1[;
u u(z) =22 +1 , uv—uv
= — avec etf'=——755—
/ v {v(x)z+1 / v2
Soit z €]0; 1],
f/()_Qz(x+1)f(x2+1)_x2+2x—1
Rk (@ + 17

1/ (x) est du signe du numérateur car le dénominateur est
positif.
On étudie le signe du numérateur : A = 8 > 0; il a deux

#ﬁz—l—\/ﬁgﬂo;l[et—ur\/i

Signe de f'(z)

racines,

x |0 V2 -1 1
fll@) - 0 +

NS

3) M N est minimale pour z = /2 — 1

* Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire

d(z) = e+,
1) En posant u(xz) = % qui est définie et dérivable sur
x

| — 1400, d(z) = e¥(®) d est donc dérivable et

d(z) = u(z)ev® = LT - " LTou@) = - o3 S
(x) = (x)e EFEE e o 1)26

0

d'(x) > 0 car produit de deux nombres > 0.

La fonction d est donc croissante sur | — 1; +0o0].

2) Comme lim i = —o0, alors par composition
-1+ r+1

lim d( ) 0.

z——1%

Lycée Henri-IV



1 . T
=—, lim
r+1 1+ 5 z—+oo T+ 1

:elze.

Comme

dot lim d(x)
Tr—r+0o0

3) D’aprés la question précédente la fonction d croit de 0 a
e donc pour tout > —1,0na: 0 < d(z) <e.

% Partie B Etude de la fonction f

f(z) =2 +1—e,
1) On a vu dans la partie A que
lim f(z)—(x—e+1)=0.

T—+00
Ceci montre que la droite (D) d’équation y = = —e + 1 est

asymptote a la courbe (C) au voisinage de +oc.

lim d(z) = e, donc
r—+00

Ona
f(x)—(x—e+1)=2+1—e7T —x—1+e=—e7 fe.
D’aprés la question A. 3.0 < €7+ < e donce—e7T > (.

Ce qui montre que la courbe (C) est au dessus de son
asymptote au voisinage de +o0.

2) a) Pourz €] —1;+ oof, f(z) =x+1—d(z), donc f est
dérivable et
(@) =1—d - et
Pla) = 1= (0 =1~ e
Cette fonction est elle-méme dérivable et
" = ez+1 = CES
) = e T = e
Le signe de f” est donc celui de 2z + 1, négatif pour

1 o

1 . 1
-l<z< —§,p051t1fpourac > —5

b) D’ou le tableau de variations :

1
T -1 2 +00
f"(x) - 0 +
1 1
f(x)
1-—4

3) Equation f/(z) = 0:
1
Ona f’ (—5) < 0 (calculatrice).

Par « continuité » la fonction f’ s’annule deux fois sur

1
]—1; +oo[:enatel que -1 < o < —§etaussien

0, avec f% < 0.
La calculatrice donne une valeur approchée de oo = —0, 72
41072 pres.
4) a) D’apreés la question précédente, on peut déterminer le
signe de f’ et donc les varaitions de f :
« sur] — 1;a], f estcroissante;
« sur [; 0], f est décroissante;
« sur [0; +00], f est croissante.
b) « Limite en —1 : on a vu que I'exponentielle a pour
limite 0, donc la limite de f est 0;
+ Limite en 400 : I'exponentielle a pour limite e, donc
la limite de f en +oo est +oo.

¢) D’ou le tableau de variations de f :

27

1¢¢— Terminale

z 1 o 0 +o00
J(@) + 0 — 0 +
—a(a+1) +o0
0 0

Calcul de f(a) = a+ 1 — e+1 : on sait que

1 e —a
fl@) =0 < 1—mea+1 =0 <= eatt =
(a+1)2
Donc

fla)=a+l-eatt =a+1—(a+1)? = —a(a+1).

* Partie C Prolongement de la fonction f en —1
On considére la fonction g définie sur | — 1; +o0o[ par :

{

1) a) Siz €] — 1;+o0[\ {0},

= 0
f(z) pour tout x > — 1.

g(=1)
g9(z)

glx) —g(=1)  f(x)—-0 x+1—e=I
c—(-1) z—-(-1)  z+l
eFiT 1 T -
- _erl:l_E(:erleHl)'
o@) o) 1 .
r—(-1) B :E(erl )

b) Pour z €] — 1; +o00[, on a déja vu que la limite lorsque

x tend vers —17 de est —oo0.
z+1
E tu(e) = —
n posant u(x) = ,
P rz+1
x e —u
e+l = ye" = ———, donc la limite quand «
z+1 e U
tend vers —oo est égale a zéro.
—g(—1
c) La limite de L(g(l) lorsque z tend vers —17T
x— (—

est donc finie : c’est la définition du nombre dérivé

Jg(-1)=1.

2) Construire (D) : La courbe (C’) est la réunion de la courbe
(C) et du point (—1; 0).

La tangente 4 (C’) au point (—1; 0) a pour équation :
y=g¢(-)(z—-(-1) <= y=z+1.

La tangente 4 (C’) au point d’abscisse « est horizontale : elle
a pour équation y = f(a) = —ala +1).

La tangente 4 (C’) au point d’abscisse 0 est horizontale : elle
a pour équation y = f(0) = 0 (axe des abscisses). D’ou1 les

graphes :
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Partie A : étude de fonction
1) Pour tout réel z ona f(x) = xe® x e~ + 1, or (croissances
comparées)

lim ze® =
xTr—r—00

lim f(z)=1.
xr——00
On en déduit que la droite d’équation y = 1 est asymptote
horizontale a C au voisinage de —oco.

0, donc, par opérations sur les limites

2) Ona f(r) = we® xe~1+1,et, par opérations sur les limites
(il n’y a aucune forme indéterminée ici) : lim f(z) =
Tr——+00
+00.
3) Par opérations usuelles sur les dérivées :

fl@)=1e" 4o x1xe” = (x4+1)e" L

4) Pour tout réel z, *~1 > 0, donc f'(x) ale méme signe que
z+1.0rz+1 >0« x > —1, on en déduit donc le
tableau de variation suivant :

T | —o0 -1

i -0+

rl T~

—+00

—+00

Partie B : recherche d’une tangente particuliére

1) La tangente T}, a pour équation y = f'(a)(x — a) + f(a),
c’est-a-dire :

y=(a+1)e" z—a)+ac " +1.

2) Soit a > 0, alors :

0(0;0) €T, <= 0= (a+1)e* (~a)+ac"'+1
— 0=e¢"Y~a’-a+ta)+1
= 1-d%" ' =0.

3) .« 1 est une solution de I'équation considérée car 1 —
1Zel"1=1-1=0.

« Montrons maintenant que cette équation n’admet
qu’une unique solution sur I'intervalle ]0; 4+o00].
Posons, pour tout z > 0, g(ac) = 1— z2* 1 La
fonction g est alors dérivable sur |0; +o00[ et, pour tout
z>0:

g (x) = —2ze” 1 — 2% = —2(2 4+ 2)e” L.

x > 0,donc x + 2 > 0 et par ailleurs e*"1 > 0, on
en déduit que ¢’(z) < 0 et donc que g est strictement
décroissante sur |0; +o00].
i li =1 li = —00.
Par ailleurs lim g(x) et lim g(x) 00
On sait que g est strictement décroissante sur ]0; +00[
et s’annule en 1.
Donc si x < 1, alors g(x) > g(1) soit g(x) > 0 et de
méme si x > 1, alors g(x) < g(1) donc g(z) < 0.
Conclusion : sur |0; +oo[, g(z) =0 < z = 1.
4) La tangente cherchée est 77, elle a pour équation y =
2(x — 1) + 2, c’est-a-dire
Yy =2

V Repérage

1) Méthode géométrique.
a) R est le projeté orthogonal de @ sur (AD) et D est le
projeté orthogonal de C sur (AD) Donc C@ - ﬁ =

DR - ﬁ = —AR X DR (car les vecteurs lﬁ et ﬁ
sont colinéaires de sens contraire)

P est le projeté orthogonal de @ sur (AB) et B est le
projeté orthogonal de C sur (AB) Donc CQ - ﬁ =

ﬁ . ﬁ = —AP x BP (car les vecteurs ﬁ et ﬁ
sont colinéaires de sens contraire)

Or AP = DR et AR = BP donc les deux produits
scalaires sont égaux.

b) CQ - AR = CQ - AP done CQ - Al — CG - AP = 0

1¢¢— Terminale
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soit@(/ﬁ%fﬁ)zo
Donc C@ PR =0ce qui prouve que les droites (CQ)
et (RP) sont perpendiculaires.
2) Méthode analytique. On se place dans le repére ortho-
normé (A, 1@, AD)
a) Si P a pour coordonnées (a;0), R(0,1 — a) et de
Q(a,1—a).
l1-a

b) Pt = (l_aa) «tQC = (1(1a)) - (1;a)

c) Q?’ PR = —a(l —a) + (1 — a)a = 0. Les droites
(CQ) et (RP) sont perpendiculaires.

1) Dans le triangle ABC, A + B + C = 180"
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Donc A = 180 — (60 + 80) = 40°. De plus, la formule des
. BC AC AB
sinus donne : — = — = —.

sin(A)  sin(B)  sin(C)
5 5  AC  AB
1€ §in(40) ~ sin(60)  sin(80)°

~ 5sin(60)

AC = Sn(40) = 6,7 km.
5 8111(80)

AB = km.

(40) ~ 7, 7km

2) Dans le trlangle ABD d’apres la formule d’Al Kashi :
AD? = AB? + BD? — 2AB x BD x cos ABD.

. 2 ;
AD? — (5§1n(80)) +1,52 -2 (5?‘“(80)) x 1,5 cos(60)

sin(40) sin(40)
AD? ~ 49,44 et donc AD ~ 7,0 km.

1) Dans le triangle I AB rectangle en A D’apres le théoréme
de Pythagore: BI? = A + AB? = (£)*+a* = % +a?

5a? 5
Donc BI = %z%acarB[}O

De méme, dans le triangle JC B rectangle en C, d’apres le
théoréme de Pythagore :

= JC? + CB? = (%)? 4+ a®. Donc BJ = ‘/_
OnaﬁB—J} BI.BJ cos(a) = 2a?

Ja” cos(a)
BI.BJ = ( a) cos(«)

2) E? BA + 717 (relation de Chasles)

Bl = -AB + Bﬁ
B—j B?' + Cﬁ‘gelatlon de Chasles)
BJ=BC+ ic

37 /ﬁ -1 /@ car ABCD est un parallélogramme.

3) BI.BJ = EME (AD — 14B)
BI.BJ = f@EJrlAB? 14D - VAD 4D

BﬁBj = 1AB% + LAD? car ﬁ et /ﬁ sont orthogo-
naux.

BL.BJ =
que 2a? cos(a)

Donc cos(a) = %
a est un angle géométrique donc sa mesure est positive.

La calculatrice nous donne : o ~ 37°

1) Médiatrice de [OB]: x = 3;
Meédiatrice de [OC] : le milieu est I(1;2), on a une équa-

tion en faisant le p.s. : IM - 0C = (z B 1) : (2) =

y—2 4
2¢ + 4y — 10 = 0.
Le point d’intersection est 2(3;1).
Le rayon du cercle est 7 = 1/10.
2) Idem pour H ; hauteur issue de C': x = 2, hauteur issue de
B:x+ 2y —6 =0, H apour coordonnées (2;2).

2 24 %a2 et donc 3713_} = 2. On en déduit
= a2
4

3) Pour G on fait : (x) + (Gx) + (2 x) — (0)
-y -y 4d—y 0
8 4
Soit
oit G (3 3)
4) On calcule Sﬁ ( ) et Sﬁ ( ) on vérifie faci-
3

lement que Sﬁ = 3@ donc les points sont alignés.
5) Faire le calcul.

6) Le symétrique de H est H'(2; —2); il appartient au cercle
car QH' = /10.

1lére méthode :
Ne i = (VB + B) - (B + B3)
— NB-AB+NB-BM +BC - AB + BC - BM

=-NBxAB+0+0+ BC x BM

Or AB = BC et BM = BN done NC - AM = 0,
2éme méthode :
On se place dans le repére orthonormé (A; E; 1@) On

pose BN = BM = a.

Alors m (Cll) et ]ﬁ (1(1)'

Doncmu‘lM:axlflxa:O

I est le milieur de [BC] donc of = % (O? + @)

On a donc

oi i

_ 1 (0¢+08) (06 + 04)

_1(0¢. 56+ 0¢ 04+ 0B . D6 + 0B -04)
=3 (0%

=5

+0¢-04 0B 0B +0)

wl»—*wl»—llewl

Or
(o¢:04) = (0¢:08) + (08:54)
_ (0¢:08) + (0. 00)
- (oB.08)
Onad

cos (O%C&i) = coS (O? O?) = cos (@ O?) (le cosi-

nus est pair et les angles sont de mesures opposees)

De plus, OA = OB et OC = OD donc 07 DA = 0.La
conclusion s’ensuit.

YCEE'

1¢¢— Terminale
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OC x OA X cos (O? ﬁ) — OB x OD x cos (O?,O?))
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